EinfGhrung in die
Automatische
Differentiation

Hans Joachim Ferreau - 10.05.2004

Im Rahmen des Seminars , Automatische Differentiation®
von Dr. Johannes Schldoder und Dr. Ekaterina Kostina,
Sommersemester 2004, Universitat Heidelberg




= a2 Einfihrung in die Automatische Differentiation

Inhaltsverzeichnis

1. Grundidee der
Automatischen Differentiation

2. Konzepte rund um die
Funktionsauswertung

3. Literatur

2168




l.—| Einfuhrung in die Automatische Differentiation

1. Grundidee der Automatischen
Differentiation

3/68




l._\ Einfiilhrung in die Automatische Differentiation

1. Grundidee der Automatischen Differentiation

1.1 Motivation

4/ 68




o e Einfihrung in die Automatische Differentiation

1.1 Motivation

m Viele Anwendungen brauchen Ableitungs-
Informationen (manchmal 3. Ableitung und hoher)

m Funktionen liegen als Programmcode vor

m Symbolische Differentiation und Differenzen-
guotienten oft ungeeignet

m Automatische Differentiation kann Ableitungen
effizient und im Rahmen der Maschinengenauigkeit
exakt berechnen
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l._\ Einfiihrung in die Automatische Differentiation
1.2 Kettenregel

m Programmcode kann in elementare Operationen
zerlegt werden

m Diese kodnnen einfach differenziert und mit
Kettenregel verknupft werden

m Satz 1.1 (Kettenregel)
f

U I, —
(fog)(x)=f(y) g ()
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-._infi]hrung in die Automatische Differentiation
1.2 Kettenregel

m Korollar 1.2
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-._ Einfihrung in die Automatische Differentiation

1.2 und ein Beispiel

m Wir wollen die Funktion

Y = F(Tsz) —

(sin(xy/x9) + 21 /20 —exp(a2)) (21 /22 — exp(x2))

und ihre Ableitung im Punkt (1.5,0.5)" auswerten
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l._ Einfiilhrung in die Automatische Differentiation

1.2 und ein Beispiel

m Dazu zerlegen wir sie in Elementaroperationen und
werten diese sukzessive aus:

1 = 1 = 1.5000

Vg = T — 0.5000

vy = w_i1/vp = 1.5000/0.5000 = 3.0000
vy = sin(vy) = sin(3.0000) = 0.1411
vy = exp(vg) = exp(0.5000) = 1.6487
vy = vy —wv3 = J3.0000—1.6487 = 1.3513
ve = ve+wvs = 01411+1.3513 = 1.4924
ve = ws-vg = 1.4924-1.3513 = 2.0167
y = Vg = 2.0167
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EinfUhrung in die Automatische Differentiation

1.2 und ein Beispiel

m Um sie nach x, zu differenzieren, missen alle
Zwischenvariablen v, gemal’ der Kettenregel nach x,
differenziert werden (Vorwartsmodus):

Uv_1 = I
Up = L2
U_1
v = —

p—
p—

'E'F_l — “
{f“ =]
_ dvy . vy
V1 = 3 V1T =0
Ov_q Ovq
1. —vV_1 v_1 — V10

= —7v_1 -+ 5 {f” —
(% v v
0 0 0
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l._ Einfiihrung in die Automatische Differentiation

1.2 und ein Beispiel

v_q1 = ry — 1.5000

v = r'q — (.0000

g = Lo = ().5000

vp = ro — 1.0000

v = v_1/v0 — 1.5000/0.5000 — 3.0000
i = (i — vy -90)/vo = (0.0000 = 3.0000 - 1.0000)/0.5000 = —6.0000
o — sin( vy ) — sin(3.0000) — (0.1411
by =  cos(vy)y = —0.9900 - (—6.0000) —  5.9400
vy = exp(vp) — exp(0.5000) — 1.6487
by = Vs - B - 1.6487 - 1.0000 —  1.6487
I U] — U3 — 3.0000 — 1.6487 — 1.3513
U4 = U1 — U3 — —6.0000 — 1.6487 — —7.6487
= vo + U4 — 0.1411 + 1.3513 = 1.4924
I U9 + U4 — 5.9400 -+ (—T+fj45T] = —1.7088
vg = U - Uy — 1.4924 - 1.3513 — 2.0167
Vg = Uz Vg + 05 04 = —1.7088-1.3513 +1.4924 . (—-7.6487) = —13.7240
y = U6 — 2.0167

y o= Ug — —13.7240
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e Einfihrung in die Automatische Differentiation

1.3 Vergleich mit anderen
Differentiationstechniken

m Automatische Differentiation ist mit symbolischer
Differentiation verwandt

m ABER: mehrfach auftretende Teillausdricke werden
nur einmal numerisch ausgewertet

m Dagegen behandelt die symbolische Differentiation
jeden Teilausdruck separat

m Dies fuhrt zu sehr langen Ausdrucken
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= 3 Einfihrung in die Automatische Differentiation

1.3 Vergleich mit anderen
Differentiationstechniken

m Automatische Differentiation liefert ausftihrbaren
Programmcode fur die Ableitung

m Dieser kann im Rahmen der Maschinengenauigkeit
exakt ausgewertet werden

m Anders bel finiten Differenzen (einseitige Differenz):

£1 3 - SR I B i ol f L2 FLE)
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e Einfihrung in die Automatische Differentiation

1.3 Vergleich mit anderen
Differentiationstechniken

m Selbst bei optimaler Wahl gilt nach [5]:

Of (py_ L@ Hnome) ~ @)

aw’i Hopt

m Es geht die Halfte der signifikanten Stellen verloren!

m Selbst bei aufwandigerer zentraler Differenz geht ein
Drittel der signifikanten Stellen verloren.
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l._| Einfiilhrung in die Automatische Differentiation

1.3 Vergleich mit anderen
Differentiationstechniken

m Anders bei der Automatischen Differentiation:

Regel 0: Automatische Differentiation ist
nicht von Abbruchfehlern betroffen.

m Aber:

Regel 1. In manchen Anwendungen ist der
Einsatz von Differenzenquotienten
sinnvoll.
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= a2 Einfihrung in die Automatische Differentiation

2.1 Programmebenen

m Funktionen liegen als Computerprogramm vor
m Wir unterscheiden drei Programmebenen:

1. Auswertungsprogramm (evaluation program)
— alle Programmiermethoden zulassig

2. Auswertungsprozedur (evaluation procedure)
— keine Verzweigungen, Rekursionen, Schleifen
— Unterprogramme dirfen mit Parametern
aufgerufen werden
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= a2 Einfihrung in die Automatische Differentiation

2.1 Programmebenen

m Jedes Auswertungsprogramm lasst sich durch
bedingtes Compilieren (instantiation) in eine
Auswertungsprozedur umwandeln

m Dazu werden Verzweigungsbedingungen
ausgewertet, Rekursionen aufgelost und Schleifen
ersetzt (loop unrolling)

m Durch inlining der Unterprozeduren erhalt man einen

3. Auswertungspfad (evaluation trace)

21/68




e Einfihrung in die Automatische Differentiation

2.1 Programmebenen

= Wir erhalten folgende Beziehung:

Auswertungsprogramm

bedingtes|Compilieren

Auswertungsprozedur

Exp%nsion

Auswertungspfad
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l.—\ Einfuhrung in die Automatische Differentiation

2. Konzepte rund um die Funktionsauswertung

2.2 Dreiteilige Funktionsauswertung
und Datenabhangigkeitsrelation
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2.2 Dreiteilige Funktionsauswertung

m Die Funktionsauswertung ist dreigeteilt:

EinfUhrung in die Automatische Differentiation

1. Eingabevariablen x; werden in interne

Variablen v.

-Nn?

1<isn,kopiert

v =
vp =

1
X

1.5000
0.5000

2. Zwischenvariablen v, 1 i1 =l, werden berechnet

(4] =

P e
St b
(Wi i

e
b
Hes

P
il
(] |

v_1/v0
sin(v )
exp(vp)
Up — U3
Vg + Uy
Ug - U4

1.5000/0.5000
sin(3.0000)
exp(0.5000)
3.0000 — 1.6487
0.1411 + 1.3513
1.4924 - 1.3513

3.0000
0.1411
1.6487
1.3513
1.4924
2.0167
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l.—\ Einfuhrung in die Automatische Differentiation

2.2 Dreiteilige Funktionsauswertung

3. Das Ergebnis v _,; wird in die Ergebnisvariablen
yi, 11 =m, kopiert

m Die Variablen v, genugen folgendem Schema:

. . ” . n+1
'bﬂ—ﬂh+1:bﬁ—ﬂh+2:---:bl—labl)GEIRH

>y

N
yEE}im.

25/ 68




l._ Einfiilhrung in die Automatische Differentiation

2.2 und Datenabhangigkeitsrelation

m Jedemv,, 1si=I, wird das Ergebnis einer
Elementarfunktion ¢ € ® zugewiesen

= Dabei kann ¢ von jeder Variable v;, | <i, abhangen

m Definition 2.1 (Datenabhangigkeitsrelation)

Auf der Indexmenge I = {1 —n,... 1} des Variablenvektors v
defintieren wir die antisymmetrische Relation

j<1 <= v =(v;) hingt direkt von v; ab

Sie heifit Datenabhéngigkeitsrelation (data dependence relation).
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l.—\ Einfuhrung in die Automatische Differentiation

2.2 und Datenabhangigkeitsrelation

Thr transitiver Abschluss
j=<*1 <= dp,...,pr€1:

j-<p1 A pk~<pk+1 Vk‘E{l,.“?T—l} A pr"<%.

stellt eine partielle Ordnung auf I dar. © < 1 entspricht dabes
einer Iteration, welche vorerst nicht zuldssig ist.

m Datenabhangigkeiten kdnnen durch einen
Berechnungsgraphen (computational graph)
dargestellt werden

m Dieser ist gerichtet, zusammenhangend und
azyklisch
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l.—\ Einfuhrung in die Automatische Differentiation

2.2 und Datenabhangigkeitsrelation

m Berechnungsgraph des Beispiels:

Oa0:0a0
() 0‘0

m Esqiltu.a.1<4,3<4,0<4,0<*4
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-._ Einfihrung in die Automatische Differentiation

2.2 und Datenabhangigkeitsrelation

m Auf Grund von Definition 2.1 kdnnen
Auswertungsprozeduren formalisiert werden:

Viy = €, Vied{l,...,n}
V; — Q;(l*')j_ﬁj Vi e {l ..... [}
Yi =  Ul—mii Viedl,... .m}

m Dies liefert F als Komposition von Elementarfunkionen:

F(Il?l, R ::Eﬂ.) — (yl: R :ym.)
— }?(U1—¢13---fUU) — (UL—HP+13"'31”)

— (5:5’,; ©i1©...0;n, (:Ujf.))?::E—-m.jtl“..i
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= a2 Einfihrung in die Automatische Differentiation

2.2 und Datenabhangigkeitsrelation

m Die obigen Darstellung ist nicht eindeutig:
Verschiedene Auswertungsprozeduren kdnnen die
selbe Funktion beschreiben

m Schon einfache symbolische Umformungen fuhren
zu unterschiedlicher Stabilitat und Effizienz

m Dies ist jedoch kein spezifisches Problem der AD

m Regel 2: Ein abgeleitetes Auswertungsprogramm
ISt genau so gut oder schlecht wie das
ursprungliche Auswertungsprogramm.
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= Einfuhrung in die Automatische Differentiation

2.3 Erweiterungen

m Zwischenvariablen v; lassen sich als Funktionen
Vi(vj), 1 =j <isl-m, auffassen

m Sie durfen auch vektorwertig sein. Wir definieren:
m; = dim(v;) > 1 Vie{l,...,l—m}
m;:=1 Vie{l—n,....0u{l—-m+1,...,1}

m Elementarfunktionen aus der linearen Algebra

m Auswertungsprozedur als Super-Elementarfunktion
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= a2 Einfihrung in die Automatische Differentiation

2.3 Erweiterungen

m Bel mehrstelligen Funktionen fassen wir die
Argumente zu einem Argumentvektor zusammen:

u; = (vj)j<; e R™ Vie{l,...,l}

mit n; = ij Vie{l,...,l}

j<i
m Dies dient vorrangig zur Vereinfachung der Notation

m In der Praxis fuhrt dies zu Effizienzeinbul3en
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= a2 Einfihrung in die Automatische Differentiation

2.3 Erweiterungen

m Wir kdnnen eine Auswertungsprozedur auch als
nichtlineares Gleichungssystem formulieren

0= E(ﬂ’“ U) = (@‘i(ui) o Ui)i:l—n....?l

m Weiter fihren wir folgende Notation ein:

O i .. - -
& = (0 i= f;; -(u;) Vi, je{l—n,... I}
/]

m Komponenten von y seien paarweise unabhangig
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l._| Einfiilhrung in die Automatische Differentiation

2.3 Erweilterungen

m Dann hat die Jacobi-Matrix von E(x; V) die Form

E?(x;U)ZZ(CQj__éu)?J l—mn,....0 = (C — Idn+[

/ 10 010 0 0 0\
0 i
| 0| :
0 0 —1]o0 0 0 U
1 0 0 0 U
o | o R | — Id, 0 0
— ' I I ) I I I I I I — B L — Jlrffl—'m U
. . - - h ' |.} . T ' J{f -.IIr1 _J{f!-;rn
-1 0 - .- 0
1 0 ()
0 ()
0
\ 0 1 )
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= a2 Einfihrung in die Automatische Differentiation

2.3 Erweiterungen

m Sieist eine normierte, untere Dreiecksmatrix und
daher regular

m Aus dem Satz tber implizite Funktionen folgt die
Existenz einer Funktion

q: R” E@E
E(x;v) =0 <= v, =g,(x) VYie{l,...,l}

m Damit ist der Ergebnisvektor y implizit durch eine
Funktion in x bestimmt
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2. Konzepte rund um die Funktionsauswertung

2.4 Elementarfunktionen und
lhre Differenzierbarkeilt
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e Einfihrung in die Automatische Differentiation

2.4 Elementarfunktionen

m Welche Funktionen sollten in der Menge der
Elementarfunktionen ® enthalten sein?

m Mit dem sog. polynomialen Kern (polynomial core)
(I)“min — {_I_ T Ty C}

konnen alle Polynome ausgewertet werden

m Aul3erdem ndétig: exp(a), log(a), sin(a), cos(a), 1/a
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-._ Einfihrung in die Automatische Differentiation

2.4 Elementarfunktionen

glatt Lipschitz-stetig sonstige
essentiell a -+ b, a-b, —a, c, |{.{| , |I::|_‘,!'_frjl:|| _ "'-,-"';f'-r:? 1 f';,'._} ]]L"EET.]HIl[lIL"I::{.! |

l /a, exp(a), log(a),

. PR PR A, y
simfa}, cosial, |f-!| (c >1)

optional a—b, a/b, c-a, cta, max(a,b), min(a,b) sien(a).
a®. ac, tan(a), arcsin(a) if-then-else

172

vektorwertig Z-k ay - by, Z—L- Ck - Uk Hax H”L'| IL.I; ' Z—F.- |”F-‘| - (Z-L- ”i) . a

kcN, a.,bag b, R (Variablen), ¢, ¢ € R (Konstanten)

m Da wir die Kettenregel anwenden wollen,
beschranken wir uns auf glatte Funktionen
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-._inf[]hrung in die Automatische Differentiation

2.4 und ithre Differenzierbarkeit

m Annahme ED (Elementare Differenzierbarkeit):
Alle Elementarfunktionen ¢; € ® sind in ihrem offenen Definiti-
onsbereich 1); € R" d-mal stetig-differenzierbar, 0 < d < oo.

m Satz 2.2
Falls die Annahme ED qilt, ist die Menge

D= {LE e R" | y=1F (.’L‘) st durch Auswertungsprozedur wohldeﬁm’en&}
eine offene Teilmenge des R™ und F € C4(D), 0 < d < oo.

Beweis: Ist F' in z wohldefiniert, so muss u; = wu;(z) € D fiir
alle © € {1,...,1} gelten. Da alle D; nach Voraussetzung offen
sind, folgt aus Satz 1.1, dass alle v; und insbesondere auch alle
y; = Fi(x) in einer vollen Umgebung von z (mindestens) d-mal
stetig-differenzierbar sind. [
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-._ Einfihrung in die Automatische Differentiation

2.4 und ithre Differenzierbarkeit

m Korollar 2.3
Werden von der Vektorfunktion F . D C R* — R™ Ablei-
tungen bis zur Ordnung d > 0 bendtigt, miissen die Elemen-
tarfunktionen @; € ® so gewdhlt werden, dass sie auf thren
offenen Definitionsbereichen d-mal stetig-differenzierbar sind
und die Auswertungsprozedur fiir alle x € D wohldefiniert ist.

m Der maximale Definitionsbereich D kann leer sein

m Die Zahl d kann durch verschiedene Umstande
beschrankt sein
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= a2 Einfihrung in die Automatische Differentiation

2.4 und ithre Differenzierbarkeit

m Wird eine Funktion durch Splines interpoliert, so qgilt
typischerweise d = 2

= Wenn Potenzen des Betrags auftauchen, ist d endlich:

F(;’If) — \/ ;’176 — ‘:L‘ 3 — F’(;’L‘) = 3;’1? ‘;’IT‘

m Auswertung durch
6

Vo =T, V] =1y, Y =V = +/U1 oder
Vo =T, U = m}\ LY = Uy =0y

m Aber Ableitungen im Nullpunkt nicht endlich
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= Einfuhrung in die Automatische Differentiation

2.4 und ithre Differenzierbarkeit

= Dies kann man umgehen, wenn man
o(z) = |z|°, ¢(x) =cx|z|”" e Cl"U(R)
als , Mikrocode® mitliefert

= Wir wahlen die Menge der Elementarfunktionen so,
dass ihre Elemente Annahme ED mit d 2 1 erfullen:

O = {cj +, -, exp, log, sin, cos, -t }

m Menge der Funktionen, die als Auswertungsprozedur
mit Elementen aus ® definiert werden kdnnen:

F :=span(®} C C*(R")
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2. Konzepte rund um die Funktionsauswertung

2.5 Speicherverwaltung
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l._ Einfiilhrung in die Automatische Differentiation

2.5 Speicherverwaltung

m Bisher wurden Zwischenvariablen nur aus
mathematischer Sicht betrachtet

m Zwischenvariablen sollen sich nun Speicherplatze
teilen dirfen

m Definition 2.4 (Adressierungsfunktion)
Fine Adressierungsfunktion (adressing scheme) ist eine Abbildung

&: {1,...,1} - PR\, R={1,...,r}, reN
die jedem v;, © > 0, eine nichileere Teilmenge &v; = &1 der

Speicherplitze R zuordnet.
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e Einfihrung in die Automatische Differentiation

2.5 Speicherverwaltung

m Speicherplatze dirfen nicht wiederverwendet werden,
bevor ihr Inhalt das letzte Mal gebraucht wurde

m Man nennt die Adressfunktion vorwartskompatibel
(forward compatibel) wenn

j=1, j<k<i = & # &y (= &Ly Nk =0)

m Analog kann man Ruckwartskompatibilitat (reverse
compatibility) fordern

j=i, j<k<i = & # &y
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= a2 Einfihrung in die Automatische Differentiation

2.5 Speicherverwaltung

= Wenn man einer Zwischenvariable erlaubt, ihr
eigenes Argument zu Uberschreiben

7 <t &v; = &v;
spricht man von schwacher Kompatibilitat

= Wir wollen unser Beispiel
y=F(x1,x0) =
(sin(xy/x2) + 1 /22 —exp(x2)) (1/22 — exp(x2))

entsprechend umformulieren:
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l._\ Einfiilhrung in die Automatische Differentiation

2.5 Speicherverwaltung

v_1q

V0
sin(vq )
exp(vp)
V1 — U3

Vo + V4

v_1
vo

exp(vp)

V1 — V9

sin(vq)

U1 -+ U3
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o e Einfihrung in die Automatische Differentiation

2.5 Speicherverwaltung
m Anzahl der bendétigten Speicherplatze hangt von
verwendeter Adressierungsfunktion ab

m Noch eine Bezeichnung:
RAM(F) :=r :=max{k € N

;1' & LE\_T?.‘,{. 1 E ] E /{}

m Sie deutet an, dass der Zugriff auf die Speicherplatze
In der Regel zufallig erfolgt

m Auch wenn keine Vor-/Ruckwartskompatibilitat gilt,
wird eine (andere) Funktion ausgewertet
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e Einfihrung in die Automatische Differentiation

2.5 Speicherverwaltung

m Giltz. B. &v, = &v, In den Zeilen

v = v_1/vg
| V_1Up — V_109 V_1 — V1709
’Ul — - —

’Ué Vo

so wird die Ableitung falsch berechnet

m Als weitere Bedingung wollen wir unsere Aus-
wertungsprozedur alias-sicher (alias-safe) machen

m Beim Vorwartsmodus hilft Vertauschen von
Funktions- und Ableitungsberechnung
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l._\ Einfiilhrung in die Automatische Differentiation

2. Konzepte rund um die Funktionsauswertung

2.6 EIn zeitbezogenes Komplexitatsmodell

51/68




= Einfihrung in die Automatische Differentiation

2.6 Komplexitatsmodell

m Automatische Differentiation erlaubt eine genaue
Vorhersage des Rechenaufwands der Ableitung

m In der Regel nicht mehr als das Flunffache einer
zugrundeliegenden Funktionsauswertung

m Wir entwickeln nun ein einfaches, zeitbezogenes
Komplexitatsmodell ftr die sequentielle Ausflihrung

m Dazu zahlen wir die Anzahl der arithmetischen
Operationen und der Speicherzugriffe

m Dabel wird ein uniformer Speicher vorausgesetzt
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= Einfuhrung in die Automatische Differentiation

2.6 Komplexitatsmodell

m Wir bezeichnen mit
eval (F) task(F)

die Auswertung einer Funktion F bzw. eine andere
additive Aufgabe

m Und mit
eval' (o) task'(p)

die Auswertung einer Elementarfunktion bzw. einen
Teil der Aufgabe, der eine solche betrifft

53/ 68




l._| Einfiilhrung in die Automatische Differentiation

2.6 Komplexitatsmodell
m Annahme TA (Zeitliche Additivitat):

WORK {task(F)} < i WORK {task'(p;)}

z
WORK {eval(F)} E WORK {eval(y;)}
i=1
m Dabel wahlen wir als WORK({task(F)} einen
vierdimensionalen, reellen Vektor:
{ MOVES(F)
| ; - ADDSF)
X OIRK {taal{ FYV) — Al

\ NLOPS(F)
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2.6 Komplexitatsmodell

m Jeder Elementaroperation lasst sich ein solcher

Vektor zuordnen

m Z. B.bendotigt die Auswertung einer Addition

EinfUhrung in die Automatische Differentiation

3 Speicherzugriffe und eine Addition (als Kostenmall)

c | * Y
MOVES || 1 3 3 2
ADDS 0 1 0 0
MULTS || O | O 1 0
NLOPS 0| O 0 1
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= Einfuhrung in die Automatische Differentiation

2.6 Komplexitatsmodell

m Wir bezeichnen diese Tabelle als Kostenmatrix W

eval

m Enthalten die Komponenten des Vektors |F| die Anzahl
der Initialisierungen, Additionen, Multiplikationen und
der nichtlinearen Operationen, so ergibt sich

(1332)\ [(04)

0100 ls

0010
0

\o 01 \2/

WORK {eval(F)} = Wepa | F| =
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= Einfuhrung in die Automatische Differentiation

2.6 Komplexitatsmodell

m Welter definieren wir das Laufzeit-Funktional
TIME {task(F)} .= w' WORK {task(F)}, w € R“mWOEK)

m Die Komponenten von w sind positiv und enthalten
z. B. die Anzahl der CPU-Zyklen pro Operation

m Damit lasst sich unser Modell an verschiedene
Rechnersysteme anpassen

m Wir wahlen

IFT T

= (p, L,m,v) mit p>max(l.w/2), #>1 v>2n
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l._| Einfiilhrung in die Automatische Differentiation

2.6 Komplexitatsmodell

m Unter der Annahme TA leiten wir nun eine wichtige
Schranke her:

T'IME {task(F')} wWORK {task(F)}

TIME {eval(F)}  w!WORK {eval(F)}

wl' S WORK {task'(p;)} i, TIME {task'(¢;))

wT Z’;=1 WORK {eval(p;)} Zi=| TIME eval(pi)

VA

T'IME {task'(¢:)} TI ME {task'(y)}
: < su -
111;1%? TIME {eval(p;)} — _|} TIME {eval(y)}

| /A
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2.6 Komplexitatsmodell

m Wenn & nur endlich viele Elemente enthéalt, haben

wir damit eine einheitliche Schranke fiir das Laufzeit-
verhaltnis von task(F) zu eval(F) bewiesen

m Definition 2.5 (Linear beschrankte Komplexitat)
Wir sagen eine Aufgabe hat linear beschrankte Komplexitéat

(linearly bounded complexity) iiber F, falls eine quadratische
Matriz Cyuep, existiert, so dass

WORK {task(F)} < CoastWORK {eval(F)} VF e F

Wir nennen eine solche Matriz Komplexitatsschranke.

m Neben linear beschrankter Komplexitat gibt es auch
polynomial beschrankte Komplexitat

59 /68




l._ Einfiilhrung in die Automatische Differentiation

2.6 Komplexitatsmodell

®= Man kann zeigen:
WORK { eval (F") } =0 ([,-’[...r(_)R[f { eval (F') }3)

m Doch bereits polynomialer Kern ist unendlich, daher
m Annahme EB (Lineare Beschranktheit der elementaren Aufgaben)
Es gibt eine Matriz Cuusx(P), so dass

WORK {task'(¢)} < Ciesk(®) - WORK {eval(p)}
fiir alle ¢ € ® gilt.

m Sie gilt insbesondere, falls die Menge
{(WORK {task'(p)}, WORK {eval(p)}) | p € O}
endlich ist
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2.6 Komplexitatsmodell

m Damit konnen wir folgenden Satz beweisen:

m Satz 2.6 (Lineare Beschranktheit von additiven Aufgaben)

Die Annahmen TA und EB implizieren linear beschrdnkte Kom-
plexitit iber F 1m Sinne der Definition 2.5 mit Cigr, = Ciask(P).
Auferdem gilt fiir jedes Laufzeit-Funktional die Abschdtzung

TIME {task(F)} < wyesk TIME {eval(F)} VF e F

‘t  w"WORK {task'()}
e Wask == S0 TWORK {eval(p)}
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2.6 Komplexitatsmodell

Bewezs: Aus den beiden Annahmen folgt direkt

WORK {task(F)} < Y WORK {task'(v;)}

VAN

Z Clasi(P) - WORK {eval(y;)}

= Cisk(®) - WORK {eval(F)}
Damit ist der erste Teil der Aussage bewiesen. Wir folgern weiter
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2.6 Komplexitatsmodell

TIME {task(F)}

TIMFE {eval(F)}

IA

VAN

FA

TIME {task'(¢;)}
max
1<i<si TIME {eval(p;)}

w!WORK {task'(y)}
su
@EE w!WORK {eval(p)}

. w! Cyue WORK {eval(ip)}
oco W WORK {eval(p)}

T
w Ctaskz

su
4 wlz
0+£zcRdim(w)
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2.6 Komplexitatsmodell

||Dctaskz||1
DZ”l

= sup
0#£zcRdim(w) |

= ||[DCiesk D7!||, < o0

L]
m Wir formulieren diesen Satz als

m Regel 3: Additive Aufgaben, die GUber der Menge der
Elementarfunktionen linear beschrankte
Komplexitat besitzen, haben auch tGber der
Menge der aus diesen Elementarfunktionen
zusammengesetzten Funktionen linear
beschrankte Komplexitat.
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2.6 Komplexitatsmodell

m Unter den Annahmen TA und EB ist also das
Verhaltnis von TIME{task(F)} zu TIME{eval(F)}
beschrankt

m FUr unseren vier-elementigen Komplexitatsvektor
ergibt sich
2l A/ )
w- W task€i

Wtask -— 111dX — -
1<i<4 wlW.,.€;
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