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1 Residuen-basierte Algorithmen

1.1 Einleitung

Eine Gleichung der Form
F(z)=0

kann mit dem gewodhnlichen NEWTON-Verfahren
F'(z®)Azk = —F(2%), 28T = 2% + Azb VE=0,1,... (1.1)
iterativ gelost werden. Fiir ein Problem der Form
G(y) := F(By) =0, x = By, B € GL(n,R)
gilt
G'(y) = F'(By)B.
Damit transformiert sich ([L.1]) wie folgt:

G'(yMAyF = —-G(y*) = F'(By*)BAY* = —F(By*) — F'(z") BAy* = —F(2¥)
=Axk

Man sieht, dass die Korrekturen exakt so wie der gesamte Definitionsbereich transformiert wer-
den. Dies gilt auch fiir die Iterierten selbst, falls man entsprechend den Startwert y° := B!z
verwendet. Diese Eigenschaft bezeichnet man als affine Kontravarianz.

Dagegen #indern sich die Residuen F'(z*) bzw. ihre Norm HF (xk)H wegen
G(y*) == F(By") = F(2")

nicht. Ziel dieses Kapitels ist daher die Herleitung von Residuen-basierten Konvergenzkriterien
fiir verschiedene newtoneskeﬁ Verfahren, da diese unter affin kontravarianten Transformationen
invariant bleiben.

1.2 Gewohnliches Newton-Verfahren

Um die angestrebten Konvergenzkriterien zu erhalten, nutzen wir folgende affin kontravariante
Version des Satzes von NEWTON-MYSOVSKIKH:

Satz 1.1 (Newton-Mysovskikh, affin kontravariante Version)
Sei F': D — R™ eine differenzierbare Abbildung, D C R™ offen und konvex, und gelten folgende
Bedingungen:

1. F'(x) ist fir alle x € D invertierbar.

2. Es gilt die affin kontravariante LIPSCHITZ-Bedingung:
2
Jw, 0<w<oo: [[(F'(y) - F'(2)) (y—2)| Sw|[F'(z)(y —2)|” Vz,yeD.

8. Durch )
Ew:{meD‘Hﬂ@H<—}

w

ist eine offene Menge definiert und L,, C D ist beschrinkt.

4. Fiir den Startwert 20 gilt
ho = w ||F(2°)| < 2, (1.2)

d.h.20¢eL,.

aSammelbegriff fiir NEWTON- und NEWTON-#hnliche Verfahren
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Dann gilt:

1. Die Iterierten {x}} des gewshnlichen NEWTON-Verfahrens ([[.1) bleiben in L., und konver-
gieren gegen eine Léosung x* € L, mit F(z*) = 0.

2. Die Residuen {F(xk)} konvergieren gegen 0 mit der Konvergenzrate

|PE]| < 5 1P (1.3)

Bemerkung 1.2
Eine Variante von Satz mit schwicheren Differenzierbarkeits- Bedingungen findet man in /E/

Wir definieren nun die Kontraktionsfaktoren

Gl
Op = ———F
FOIEED]
und die sog. KANTOROWITSCH-Werte
h == w HF(wk)H

Dann besagt ([L.3)
1 1
hiy1 < =hp = zhi ) b
k1 = 5 (2 k) k>
woraus man rekursiv die Ungleichungen
hiy1 < hp <...<hyg<2

erhilt. Dies fiihrt zu

0, = h+1 <

hy < 1
I, k<

DN | =

und liefert speziell fiir k£ = 0:
1 1
< =h --2=1.
Oy < 5 0 < 5

Damit erhalten wir das

Startwert-Kriterium: Falls
Oy >1

gilt, weisen wir den Startwert 20 als nicht hinreichend nahe zuriick.

Da wir w nicht kennen, kénnen die KANTOROWITSCH-Werte nicht exakt berechnet werden. Wir
bedienen uns daher der verfiigharen a—posteriori—Abschéitzungﬁ

[hit1]1 =20k11 < hpg1 .
higt1 = Orhy, liefert auflerdem die a-priori-Abschétzung
[hit1] := Okl = 207 < hgy1 -
Nimmt man nun nidherungsweise [hr11]1 & [hi41] an, erhilt man

Okt1 O <O =0 <...< 0.

PIm Folgenden werden a-posteriori-Abschitzung einer GréBe o mit [a]; bzw. [a]z bezeichnet. A-priori-
Abschétzungen mit [o].
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Dies liefert uns

Divergenz-Kriterium 1: Wir brechen die gewthnliche NEWTON-Iteration als divergent ab, falls

Ory1 > 6o

Die zusiatzliche Annahme
< = [h]

0 [hx]

<1

fithrt zu

1 1
Op41 < §hk+1 <3 2[hi11] = 207

und liefert das striktere

Divergenz-Kriterium 2: Wir brechen die gewthnliche NEWTON-Iteration als divergent ab, falls

Okt1 > 2@% .

Sei FTOL die vom Benutzer definierte Residuum-Fehlertoleranz.

Konvergenz-Kriterium: Wir beenden die gewShnliche NEWTON-Iteration, falls
|F(a*)|| < FTOL

erfiillt ist und geben z* als Losung aus.

1.3 Vereinfachtes Newton-Verfahren

Beim vereinfachten NEWTON-Verfahren wird die JACOBI-Matrix im Startpunkt z° die gesamte
Iteration hindurch als Néherung fiir F/(z*) benutzt:

F/(a°)Az" = —F(z%), 2" = 2% + Az" Yk =0,1,... (1.4)
Es gilt folgender

Satz 1.3 (Newton-Kantorowitsch, affin kontravariante Version)
Sei F': D — R" eine stetig-differenzierbare Abbildung, D C R™ konvez, und gelten folgende
Bedingungen:

1. Es ezitstiert ein 0 < w < oo so, dass

|(F'(z) — F'(2°)) v|| < w||F'(a°)(x = 2°)|| [|F'(2°)v|| Va €D, veR™.

2. Der Abschluss L, C D von

1
to={oer | IF@I < 5
ist beschrdnkt.
3. Fiir den Startwert x° gilt
ho = w [P < 5.,
d.h.20¢€L,.
Dann gilt:

1. Die Iterierten {x}} des vereinfachten NEWTON-Verfahrens ([[.4) bleiben in L., und konver-
gieren gegen eine Lisung x* € L, mit F(z*) = 0.



1 RESIDUEN-BASIERTE ALGORITHMEN 5

2. Die Norm der Residuen konvergiert mit der Rate

M<l(tk+tk+1)<l—\/l—2ho (1.5)
[E@ER)] 2

gegen 0, wobei die {t} durch
L,
to: =0, tpy1 = ho + itk

definiert sind.

Man kann also i. Allg. nur noch lineare Konvergenz erwarten. Driickt man () durch die oben
definierten Kontraktionsfaktoren ©y aus, erhélt man im Falle k& = O:

1 1
Q) < 5(to +tp) = §(0+ho) <

I

Dies fiihrt zu folgendem

Startwert-Kriterium: Falls )
Oy > -
07y

gilt, weisen wir den Startwert x° als nicht hinreichend nahe zuriick.

Diese Bedingung ist — wie zu erwarten — deutlich stérker als das Startwert-Kriterium des gewohn-
lichen NEWTON-Verfahrens. Den geringeren Rechenaufwand innerhalb einer Iteration muss man
sich beim vereinfachten NEWTON-Verfahren also u. a. durch einen besseren Startwert erkaufen.

1.4 Quasi-Newton-Verfahren

BROYDEN stellte 1965 verschiedene Quasi-NEWTON-Methoden vor (siehe [fl]):
Jpoxk = —F(z%), "t =2F 462 VE=0,1,... (1.6)

Dabei wird die JAcOBI-Matrix im Punkt x; durch eine Nédherung J; approximiert. Dabei wird
die jeweils nachfolgende N&herung Ji41 mit Hilfe eines Rang-1-Updates aus Ji berechnet. Eine
spezielle Variante, die BROYDEN auf Grund praktischer Tests als ,;schlecht“ bezeichnete, spiegelt
affine Kontravarianz wider, so dass wir sie nun genauer untersuchen wollen. Ihr Verhalten innerhalb
einer Iteration beschreibt

Satz 1.4
Sei

F(x“”+1)(5Fk+1)T> an

Jih =00 1d -
k+1 k ( H5Fk+1|\2

das affin kontravariante ,schlechte“ BROYDEN-Rang-1-Update und gelte die Residuen-Kontraktion

F(zk+1
O = W <1.
Dann gilt:
1. Die Update-Matriz Jiy1 erfillt
1Ee(Jes)ll < BN VJ: Ex(J)0Fkt1 = Fiy1 und

Oy
E <
| Ek(Jrs1) || < -6,

wobei
En(J):=1d— JpyJ .
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2. Die Update-Matriz Jx11 ist requldr, wenn Jy, requldr ist und besitzt die Darstellung

F(z™ ) (6Fy4q1)T
(6Fvr)TF (%) ) T

Tos1 = (Id—

3. Die nichste Quasi-NEWTON-Korrektur ist

(0Fyt1)" F(a™H)
16 Py

(51‘k+1 _ _Jk—le(xk-Fl) — (1 _ ) (_Jk—lF(xk-Fl)) ]

Mit Hilfe dieses Satzes konnen wir das Verhalten des ,,schlechten“ BROYDEN-Rang-1-Updates im
Laufe der gesamten Iteration beschreiben:

Satz 1.5
Sei F' : D — R™ eine stetig-differenzierbare Abbildung, D C R"™ konvex, und x* der eindeutige
Lésungspunkt von F mit F'(z*) regulir. Gelten ferner folgende Bedingungen:

1. Es exitstiert ein w < 00 so, dass
I(F'(z) = F'(27)) (y — @)l S w|F'(z") (& — ") | F'(z")(y — )| Vax,yeD.
2. Fiir die Quasi-NEWTON-Iteration aus Satz gibt es ein © mit 0 < © < 1 so, dass
(a) die anfingliche Niherung Jy der JACOBI-Matriz der Ungleichung
7o = | Eoll < ©

gendigt (wobei Ey := Id — F'(z*)J, ") und
(b) der Startwert z° die Ungleichung

toi=w HF/(LI}*)(’IO — sc*)” <

erfillt.
Dann gilt:
1. Die Quasi-NEWTON-Iterierten {mk} konvergieren gegen x* und zwar
(a) hinsichtlich des Fehlers mit

HF’(Z‘*)(Z‘IH—l _ Z‘*)

<B|F @)t —a)

(b) und beziiglich der Residuen mit
[P <BFE)
2. Die Konvergenz ist superlinear mit

1
i IFEO

koo [[F(aF)]]

3. Die Abweichung der Niherungen der JACOBI-Matrix ist beschrdinkt durch

to _
B <Tp+—————=—<06
und es gilt die asymptotische Gleichung
N Ek0Fkia _

lim
k—oo |6 Fjq1]]
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Die beiden vorangegangenen Séatze liefern die theoretische Grundlage fiir den QNRES-Algorithmus
(residual based quasi-Newton algorithm). Wir geben ihn als C++-Fragment an. Dabei wurde auf
verschiedene Optimierungen verzichtet, um den Algorithmus klar hervortreten zu lassen. Eine
lauffihige Version steht zum Download bereit (siche Seite P3).

// QNRES (Codefragment)

F[0] = func(x);
sigmal[0] = F[0]*F[0];

JO = GetJacobiMatrix(x);
JO.Solve(dx,-F[0]);

double kappa = 1;
int k = 0;

while (k < kmax);

// Fy:=F(2°) = func(z?)
/1 00 = || Fp?

/! Jo = F'(z0)
// Lose Jpdz® = —F,

// k=1

{

++k ;

X = x + dx; /) xFtl =gk 4 5k

F[k+1] = func(x); /! Fjyq = F(zFt)

dF[k+1] = F[k+1] - F[k]; // 0Fki1 := Fryq — Fy,

sigmal[k+1] = F[k+1]*F[k+1]; /! i1 = ||Fesa|?

if (sigmal[k+1] <= FTOL*FTOL) // o141 < FTOL?? (Konvergenz-Krit.)
{ status = solutionfound; break; } // Losung gefunden!

thetal[k] = sqrt(sigmalk+1]/sigmalk]); /! Ok = \/0k+1/0k

if (thetal[k] >= thetamax) // O > O4.7 (Divergenz-Kriterium)
{ status = noconvergence; break; } // Keine Konvergenz!

kappa = kappa/(1-2*thetalk]); /! k:=k/(1—20y)

if (kappa >= kappamax) /] K2 Kmaz?
{ status = illconditioned; break; } // Schlecht konditioniertes Update!

gamma [k] = dF [k+1]*dF [k+1]; /7 ve = |6Fpia|®

v = F[k+1]1*(1 - dF [k+1]*F[k+1]/gammalk]); // v:= Fiy1(1 — (6Fkt1, Frv1) /k)

double beta = 0;

for (int j=k-1; j>=0; --j)

{
beta = dF[j+1]*v/gammalj]; /1 B = (0Fj41,v) [
v = v - F[j+1]*beta; //vi=v—PFj

}

JO.Solve(dx,-v); // Lose JooxFtl = —yp

}
Man beachte, dass der Algorithmus im Wesentlichen nur die Residuen Fy, ..., Fi11 und die Residuen-
Differenzen § F1, . .., Fj 1 speichern muss. Letztere konnen natiirlich auch jedes Mal neu berechnet

werden. Fiir ©,,,4, 18sst sich ein sinnvoller Wert von =~ i ableiten.
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1.5 Inexaktes Newton-Verfahren

Beim gewohnlichen NEWTON-Verfahren muss in jedem Schritt ein lineares Gleichungssystem gelost
werden. Wenn die Zahl der Unbekannten sehr grof ist, wichst der Rechenaufwand fiir das direkte
Losen schnell iiber ein sinnvolles Maf. Auch wenn die Iterierten noch relativ weit von der Losung
entfernt sind, ist das exakte Losen des Gleichungssystems ggf. nicht gerechtfertigt. Dies fithrt zur
Anwendung von inexakten NEWTON-Verfahren:
F%ﬂwhkz—F@ﬂ+wﬁ,mﬁﬂ#%%ﬂgnk,x“ﬂzxk+&ﬁ Vk=0,1,... (18
x
Fiir n, = 0 erhélt man das gewohnliche NEWTON-Verfahren. Fiir n; > 1 Vk wird diese Gleichung
bereits durch §; = 0 erfiillt. Daher ist 7, < 1 Vk eine sinnvolle Voraussetzung und bereits 1982
wurde in [E] gezeigt, dass das inexakte NEWTON-Verfahren in diesem Falle lokal konvergiert.

Wir werden den iterativen Gleichungssytem-Loser GMRES (vgl. [, S. 28] oder [LI]]) verwenden.
Kritisch ist hierbei die Wahl des Parameters 7;: Sind die (dufleren) NEwWTON-Iterierten noch weit
von der Losung entfernt, so ist es unnétig, das innere Gleichungssystem sehr genau zu lésen.
Andererseits kann durch ein zu ungenaues Losen des inneren Gleichungssystem die Konvergenz
des (d4uBeren) NEWTON-Verfahrens verlangsamt werden. Um 7y, so zu steuern, dass eine moglichst
schnelle Konvergenz erreicht wird, benétigen wir folgenden

Satz 1.6
Sei F : D — R" eine stetig-differenzierbare Abbildung, D C R"™ konvexr, und gelten folgende
Bedingungen:

1. Es ezitstiert ein 0 < w < oo so, dass
2
I(F'(y) = F'(2)) (y —2)| S w | F'(2)(y — o) Va,yeD.

2. Die Menge
Loy = {:r e R"

IF@) < |FE)|} <D
st kompakt.

Dann gilt:

Fiir jede wohldefinierte Iterierte =¥ € D des inexakten NEWTON-Verfahrens (L.d) ist die (iupere)
Residuen-Norm durch

I#t ) < (50 i) )

beschrimkt, wobei hy, := w || F(a*)|| und ny, := % definiert wird.

Die Konvergenzrate kann wie folgt abgeschitzt werden:

1. Linearer Konvergenzmodus:

Angenommen der Startwert erfillt hg < 2, dann kann © aus dem Bereich % <0 <1
gewdhlt werden. Wird dann die innere GMRES-Iteration durch

— 1
e <O Sh (1.9)

kontrolliert, dann konvergieren die NEWTON-GMRES Iterierten {:ck} mindestens linear ge-
gen eine Lisung x* € Ly mit der Rate

IFEEH[ <8 lFEH] -
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2. Quadratischer Konvergenzmodus:
Falls fiir ein p > 0 der Startwert

2
ho < ——
1+p

erfillt und die innere GMRES-Iteration durch

Mk 1
< —ph 1.1
1_7]]%*2/) k ( 0)

kontrolliert wird, dann ist die Konvergenz quadratisch mit der Rate

[P < 1+p)(1fn,3)||F(:nk)||2. (1.11)

Entsprechen Satz [L.6 werden wir wihrend der Iteration

o o I

1Y N9 <«1
FER) <9<

verlangen:

Divergenz-Kriterium: Wir brechen die Quasi-NEWTON-Iteration als divergent ab, falls

@k-i-l >0.

Als néchsten wollen wir fiir den quadratischen Konvergenzmodus Schitzungen fiir die hy, einfithren,
da w nicht bekannt ist. Aus der Ungleichung ([L.11]) erhélt man

204

|EEH] < S0+ 01— [FE| e = [ D)

< hy

und wegen hj1 = Orhi auch die a-priori-Abschitzung
[hi+1] := Oklhrlz < hgt1 -

Bedingung ([.10) liefert dann das

Iterations-Kriterium fiir den quadratischen Konvergenzmodus: Um quadratische Konver-
genz zu erreichen, muss die GMRES-Iteration solange fortgefiihrt werden bis

Nk
h
1—77,6*2 V]

erfiillt ist. Fiir p ~ 1 fiihrt dies asymptotisch zu n, — 0.

Wenden wir uns nun dem linearen Konvergenzmodus zu. Dem Beweis von Satz @ entnimmt man
die Ungleichung

,_\

1P @) =t < 50 =) 1P @)

und erhélt die a-posteriori-Abschéitzung
”F k+1 k:”
(1 —n3) IIF(m’“)H -
Wegen hy1 = Orhy gilt die a-priori-Abschéitzung
[het1] = Ok[hi]1 < hpga

[hi]1 == < hy, mit 7F = F'(zF)6z* + F(2).

Bedingung ([.9) liefert dann das

Iterations-Kriterium fiir den linearen Konvergenzmodus: Um lineare Konvergenz zu er-
reichen, muss die GMRES-Iteration solange fortgefiihrt werden bis

— 1
m < O — §[hk} =7y

erfiillt ist. Ist 7, kleiner als der Wert, den man im quadratischen Konvergenzmodus fordert, so
sollte man in diesen wechseln.
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1.6 Numerische Tests

In diesem Abschnitt sollen das exakte und das vereinfachte NEWTON-Verfahren (NV) sowie der
QNRES-Algorithmus praktischen Tests unterzogen werden. Dazu wurden diese Algorithmen ba-
sierend auf einer einfachen Matrix-Vektor-Klasse in C++ implementiert (auf Seite PJ ist die
Download-Adresse angegeben). Tabellarisch sind jeweils die Startwerte und die Erfiillung der oben
hergeleiteten Startwert- (SWK), Divergenz- (DiwK ) und Konvergenz-Kriterien (KonK) aufgelis-
etﬁ. Dabei wird im Falle der Konvergenz die Anzahl der benétigten Iterationen in Klammern
angegeben.

Auch wenn die Aussagekraft dieser kleinen Testserie sicherlich begrenzt ist, so gibt sie doch einen
ersten Eindruck von der Anwendbarkeit dieser Kriterien. Auf eine Implementierung des inexakten
NEWTON-Verfahrens wurde insbesondere deshalb verzichtet, da dieser Algorithmus nur fiir (sehr)
grofle Systeme verwendet wird und derartige Beispiele wenig anschaulich sind.

Test 1: Wir beginnen mit der eindimensionalen Funktion

1
f(@) = exp(—a) + — .
Sie hat eine Nullstelle bei
¥~ 1.146.
‘ 5]
RN
J I
| :
\ 2 4 6

-2

.
Abbildung 1: f(z) = exp(—z) + -

r+2°

Mit FTOL = 1078 erhalten wir folgende Ergebnisse:

Verfahren: | Startwert: | swk: | Diki: | Divke: ‘ KonK1: |
exaktes NV 0.0 nein nein ja a (5)
0.5 nein nein nein a (4)
1.7 nein nein nein a (5)
1.8 ja nein nein (5)
2.3 ja nein ja a (7)
2.5 ja nein ja nemﬁ
vereinfachtes NV 0.0 ja - - ja (48)
0.3 nein - - ja (32)
1.4 nein - - ja (15)
1.7 ja - - ja (657)
1.8 ja - - nein

“Wenn ein Kriterium in der theoretischen Herleitung keine Ziffer erhalten hat, so wird es als Kriterium 1 gefiihrt.
dKonvergenz gegen eine andere Nullstelle.
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Verfahren: H Startwert: SWK: DiwK1: DiwK2: ‘ KonK1: ’
QNRES 0.0 - nein - ja (7)
0.5 - nein - ja (6)
1.6 - nein - ja (6)
1.7 - nein - ja (6)
3.0 - nein — nein

Das exakten NEWTON- Verfahren konvergiert mit einer Ausnahme fiir alle von uns gepriiften Start-
werte, entsprechend zeigt das mildere Divergenz-Kriterium 1 keine Divergenz an. Entfernt man sich
von der Losung, so wird das striktere Divergenz-Kriterium 2 und fiir z > x* auch das Startwert-
Kriterium erfiillt.

Beim wereinfachten NEWTON- Verfahren fingt das Startwert-Kriterium Divergenz bzw. langsame
Konvergenz ab.

Das Divergenz-Kriterium des QNRES-Verfahren wird — mit einer Ausnahme zurecht — nie erfiillt.

Test 2: Unsere zweite Testfunktion hat folgende Form:
fi(zy, ) = (w1 +3)(zd —7)+18,
fo(z1,22) = sin(xq)exp(z1) — 1.

Sie besitzt die Nullstelle
x* =~ (0.128,1.076) .

Mit FTOL = 1078 erhalten wir folgende Ergebnisse:

Verfahren: H Startwert: ‘ SWK: ‘ DiwK1: DiwK2: ‘ KonK1: ‘
exaktes NV (0,0) nein nein nein ja (6)
0,1) nein nein nein ja (4)
(0,2.2) nein nein ja ja (5)
(0,3.2) nein ja ja ja (6)
(0,3.5) ja ja ja nein
vereinfachtes NV (0,0) ja - - nein
(0,0.4) ja - - ja (314)
(0,1.1) nein - - ja (8)
(0,2) ja - - ja (22)
(0,3) ja - - ja (134)
(0,3.2) ja - - nein
QNRES (0,0) - ja - ja (14)
(0,1) - ja - ja (7)
(0,1.1) - nein - ja (6)
(0,2) - ja - ja (9)
(0,3) - ja - ja (12)
(0,3.2) - ja - nein

Beim exakten NEWTON- Verfahren funktionieren die Startwert- und Divergenz-Kriterien tadellos.

Das Startwert-Kriterium des vereinfachten NEWTON- Verfahrens verlangt eine sehr genaue Schitzung
der Losung. Langsame Konvergenz — aber auch Divergenz — wiirde dadurch verhindert.

Beim QNRES-Algorithmus zeigt sich eine dhnliches Bild wie beim vereinfachten NEWTON-Verfahren.
Hier achtet jedoch das Divergenz-Kriterium auf hinreichende N#he zur Losung.
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Test 3: Als letztes testen wir ein etwas grofieres System (n = 20). Dazu benutzen wir folgende
Gleichungen, die [[ll] entnommen sind:

filzy, ..., 2n) = =B+ azy)z + 220 — 3,
filz1,.. o xn) = xi1— B+ az)r; +2x41— 0, Vi=2,3,...,n—1,
fn(xla"'axn) = xn—1*(3+a‘xn)xn76'

Fiir @ := —0.5 und g := 1.0 bekommt man z. B. die Losung

o ~ (—1.032,—1.315,—1.389, —1.408, —1.412, —1.414, —1.414, —1.414, —1.414, —1.413,
—1.412,—1.410, —1.406, —1.397, —1.381, —1.350, —1.291, —1.178, —0.968, —0.597) .

Mit FTOL = 1078 erhalten wir folgende Ergebnisse:

Verfahren: H Startwert: ‘ SWK: DivK1: DivK2: ‘ KonK1: ‘
exaktes NV (0,...,0) ja nein ja ja (8)
(-0.7,...,-0.7) nein nein ja ja (5)
(—0.81,...,—0.81) nein nein nein ja (4)
(-1,...,-1) nein nein nein ja (4)
(-1.2,...,-1.2) nein nein ja ja (4)
(—100,...,-100) nein nein ja ja (10)
vereinfachtes NV 0,...,0) ja - - nein
(—06,...,-06) i - - ja (4535)
(—0.93,...,-0.93) nein - - ja (24)
(—1000,...,—1000) nein - - ja (14766)
QNRES 0,...,0) - ja - nein
(-0.19,...,-0.19) - ja - ja (26)
(—0.82,...,—0.82) - nein - ja (12)
(=3,...,-3) - nein - ja (16)
(=3.7,...,-3.7) - ja - ja (20)
(—100, ..., —100) - ja - ja (72)

Das exakten NEWTON- Verfahren konvergiert fiir alle von uns gepriiften Startwerte. Entsprechend
zeigt das mildere Divergenz-Kriterium 1 keine Divergenz an, der Startwert wird mit einer Ausnahme
akzeptiert. Das striktere Divergenz-Kriterium 2 lésst jedoch nur einen sehr kleinen Startwerte-
Bereich zu.

Das Startwert-Kriterium des vereinfachten NEWTON- Verfahrens unterbindet die Divergenz bzw.
sehr langsame Konvergenz fiir x; > —0.75. Die extrem langsame Konvergenz im Bereich z; < —10
wird nicht abgefangen.

Fiir QNRES zeigt sich im Wesentlichen die gleiche Situation wie beim exakten NEWTON-Verfahren.
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2 Konvexe Optimierung

2.1 Einleitung

In diesem Kapitel geht es um das Problem, ein strikt konvexes, zweimal stetig-differenzierbares
Funktional
f: D — R, DCR" konvex,

zu minimieren. Dann ist das Auffinden des Minimums Aquivalent mit dem Loésen der Geichung
F(z):=grad f(x) =0, ze€D.

Die Ableitung F’(z) = f”(x) der Gradientenabbildung ist in diesem Falle symmetrisch und (strikt)
positiv definit. Daher kann man durch

(s )y RTXRY — Ry (u,0) i,y > (u, F'(x)v)  baw.

[ Npry: R — Ry ullpr,y +— HF’(x)l/zuH = /(W) pr ()
ein Energie-Skalarprodukt bzw. eine Energienorm definieren.
Mit B € GL(n,R) kénnen wir das transformierte Minimierungsproblem
g(y) := f(By) — min, x = By
betrachten. Dann folgt (mit G(y) := grad g(y))
G(y)=B'F(By), xt=By — G'(y)=BTF'(2)B, x=DBy. (2.1)

Die Matrix G’(y) ist konjugiert zur Matrix F’(x). Daher spricht man in diesem Zusammenhang
von affiner Konjugiertheit. Der Trigheitssatz von SYLVESTER garantiert ferner, dass G’(y) neben
der Symmetrie auch die (strikte) positive Definitheit von F’(z) erbt.

Mit beliebigen ©u = Bu, v = By, x = By gilt wegen (B)
(U, 0) pr ) = uI'F'(z)v =u" BTF'(z)Bv = u’ G’ (y)v = (4, D)y -

Affin konjugierte Konvergenzsétze beinhalten daher Aussagen iiber die Energienorm der Korrek-
turen HF’(x)l/zA;UH und die Energienorm des Fehlers HF’(:C)l/Q(:Ek — 2*)||. Da auBerdem wegen
g(y®) :== f(By*) = f(«*) die Funktionswerte f(x*) invariant bleiben, kénnen auch sie zur Be-
schreibung herangezogen werden. Dies werden wir wieder zuerst am Beispiel des gewchnlichen
NEWTON-Verfahrens zeigen.

2.2 Gewohnliches Newton-Verfahren

Zunichst formulieren eine affin konjugierte Variante des Satzes von NEWTON-MYSOVSKIKH:

Satz 2.1 (Newton-Mysovskikh, affin konjugierte Version)

Sei f : D — R ein strikt-konvezes zweimal stetig-differenzierbares Funktional tiber einer offenen
und konveren Menge D C R™. Sei F(x) = f'(z)T und F'(z) = f"(x) eine symmetrische und
(strikt) positiv definite Matriz und gelten folgende Bedingungen:

1. Es ezitstiert ein 0 < w < oo so, dass

HF’(Z)fl/2 (F'(y) — F'(2)) (y — x)H <w HF’(I)I/Z(y — x)H2 V kollineard] z,y,z € D.

¢d. h. auf derselben Gerade liegende
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2. Die Menge
Loi={zeD| fl2) < fa")}

st kompakt.

3. Fir den Startwert x° gilt
ho = w HF’(mO)l/QAxOH < 2.

Dann gilt:

14

1. Die Iterationen des gewdohnlichen NEWTON- Verfahrens bleiben in Ly und konvergieren

gegen das Minimum z* von f mit der Rate
“F/($k+1)1/2Axk+1“ < ¥ HF’(xk)l/zAx’“HQ
_— 2 .
Oder, mit den Definitionen

)

2
£ = HF’(xk)l/zAJskH , hgi=w HF'(xk)l/zAxk’

mit den Abschditzungen

1 1 1
—éhkﬁk < f(@F) = faMth) - 5k < éhkﬁm

%a?k < fla®) = fa"t) < g€k~

2. Der Abstand zum Minimum ist durch

(@[S4

€0
_ ho
1 2

f@®) = f(a*) <

beschrankt.

Bemerkung 2.2
In /ﬁ/ wird Satz@ vom R™ auf einen beliebigen HILBERT-Raum verallgemeinert.

Seien &), und hy, wie in Satz R.1] definiert und auBerdem

el ||F/(l.k+1)1/2A$k+1||
Ek - HF/(Ik)l/QAka

O =

(2.2)

Dann sind die wichtigsten Konvergenzaussagen der affin konjugierten Version des Satzes von

NEWTON-MYSOVSKIKH zum einen (geméB (2.9))

Pyt < 1
hy —

@k: hk<1

o |

und (gemiB (4))

Im Falle von k = 0 liefert dies das

Startwert-Kriterium: Falls

gilt, weisen wir den Startwert z° als nicht hinreichend nahe zuriick.
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Und weiter:

Divergenz-Kriterium 1: Wir brechen die gewthnliche NEWTON-Iteration als divergent ab, falls

FEHH = £64) >~z

Analog zum residuen-basierten, gewohnlichen NEWTON-Verfahren (siehe Seite ) ergibt sich
@k+1%@i<@0<1

und damit:

Divergenz-Kriterium 2: Wir brechen die gewthnliche NEWTON-Iteration als divergent ab, falls

O, >0 fir k>0.

Divergenz-Kriterium 3: Wir brechen die gewthnliche NEWTON-Iteration als divergent ab, falls
2

Op.q > —F .
+_®O

Sei ETOL die vom Benutzer definierte Energienorm-Fehlertoleranz. Wegen (@) gilt asymptotisch
1
f(xk) - f(xk+1) — §€k fir k — oo.

Diese Beziehung kann als Konvergenz-Kriterium gelten:

Konvergenz-Kriterium 1: Wir beenden die gewohnliche NEWTON-Iteration, falls
1
f@h) = f@*th) < 5ETOL2

erfiillt ist und geben zF*t1 als Losung aus.

Konvergenz-Kriterium 2: Wir beenden die gewohnliche NEWTON-Iteration, falls
e < ETOL?

erfiillt ist und geben z* als Losung aus.

2.3 Vereinfachtes Newton-Verfahren

Wir untersuchen nun das vereinfachte NEWTON-Verfahren (m) im Falle konvexer Optimierung:

Satz 2.3

Sei f: D — R ein strikt konvezes, zweimal stetig-differenzierbares Funktional iber einer konvexen
Menge D C R™. Sei F(z) := f'(x)T und F'(z) = f"(z) eine symmetrische und (strikt) positiv
definite Matriz und gelten folgende Bedingungen.:

1. Es ezitstiert ein 0 < w < oo so, dass

HF’(:,;O)*/2 (F'(z) — F'(29)) UH <w HF’(IO)W(Z - xO)H HF’(xO)l/zv VzeD,veR".

2. Fiir den Startwert x° gilt
ho == w HF/(xO)l/QMOH <

1
—. 2.
<) (2.
Sei ferner t* :=1—+/1 — 2hy.
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Dann gilt:
1. Die Iterationen des vereinfachten NEWTON- Verfahrens @) konvergieren gegen ein x* mit

w ||x* - xOH <t*.
L2
2. Die Konvergenzrate kann — mit €y, := HF’(xO)l/zA:EkH - durch

1 1 1
—6€k(tk+1 +2t) < f(2¥) = f(aHh) - 36k < égk(t}c-H + 2ty) (2.6)

abgeschdtzt werden. Oder beztiglich der Energienorm durch

wobei die {t} durch

1
to: =0, tip :h0+§ti < t*

definiert sind.

Analog zum affin kontravarianten Falle erfordert (R.5) das
Startwert-Kriterium: Falls )

@0>1

gilt, weisen wir den Startwert 20 als nicht hinreichend nahe zuriick.

Wegen (R.6)) trifft die asymptotische Aussage f(z*) — f(z*+1) — ey, micht auf das vereinfach-
te NEWTON-Verfahren zu. Wir kénnen jedoch die Iterations-Kriterien im affin kovarianten Fal-
If] iibertragen, indem wir dort die Norm durch die Energienorm ersetzen. Mit

HF/(x0)1/2Mk+1H
O, =

- HF'(Z‘O)UQA_Z‘]CH

iibernehmen wir

Divergenz-Kriterium 1: Wir brechen die vereinfachte NEWTON-Iteration als divergent ab, falls

Op>1.

Divergenz-Kriterium 2: Wir brechen die vereinfachte NEWTON-Iteration als divergent ab, falls

Op > [t"]:=1— /1 —40y.

Konvergenz-Kriterium: Wir beenden die vereinfachte NEWTON-Iteration, falls

2
< ETOL?

Ehl = HF/(xO)l/QA—xkle

erfiillt ist und geben z* als Losung aus.

°Fiir Details sei auf [E7 S. 55] bzw. [E] verwiesen.
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2.4 Inexaktes Newton-PCG-Verfahren

Auch fiir den affin konjugierten Fall wollen wir nun ein inexaktes NEWTON-Verfahren erarbeiten.
Da die JAcOBI-Matrix der Gradientenabbildung in diesem Falle symmetrisch und positiv definit

ist, bietet sich ein (vorkonditioniertes) konjugiertes Gradientenverfahren (preconditioned conjugate
gradient = PCG) an

HrkHF’(zk)

F'(z*) ((5xk —Axk) =¥, mit <0, "t =zF462F VEk=0,1,... (2.7)

1625 | pr (0

Hierbei bezeichnet Az* die Korrektur des ezakten NEWTON-Verfahrens.

Das PCG-Verfahren erfiillt dariiber hinaus die Orthogonalitéts-Bedingung (GALERKIN-Bedingung)
(62%, F'(a%) (62" — Az%)) = (62%,7%) = 0, (2.8)

welche Voraussetzung fiir unsere theoretische Betrachtung ist. ([E] entnimmt man, dass die GA-
LERKIN-Bedingung im Raum H' mit dem Ly-Skalarprodukt von jeder beliebigen Finite-Elemente-
Methode erfiillt wird.)

Satz 2.4

Sei f : D — R ein strikt konvezes, zweimal stetig-differenzierbares Funktional tiber einer offenen
und konvezen Menge D C R™. Sei F'(x) := f"(x) eine symmetrische und (strikt) positiv definite
Matriz und gelten folgende Bedingungen:

1. Es exitstiert ein 0 < w < 00 so, dass fir alle v € R™
HF’(Z)*I/2 (F'(y) — F'(z H <w HF 12y H HF )2 H V kollineare z,y,z € D.

2. Die Menge
Lo={zeD| f2) < 1"}
ist kompakt.

An jeder wohldefinierten Interierten x* definieren wir die Gréfien des exakten NEWTON-Verfahrens

e P (%) 2 A0 H :
hp = HF’ l/zAx H

Ferner sei fiir die Abschdtzung des Fehlers der inneren PCG-Iteration

||F’ V2 (5ak Axk)H

Ok HF/ l‘k 1/25ka ’
2

5 1/2 &k

G LR I e

5 / 1/2 hy

B = HF dx H:

V1+6?

Dann gilt fiir das inezakte NEWTON-PCG-Verfahren, (2.7), welches die GALERKIN-Bedingung (£.4)
erfiillt, und dessen innere PCG-Iteration jeweils mit Sxk = 0 gestartet wird:

1. Linearer Konvergenzmodus:

Angenommen der Startwert erfillt
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und es gilt wihrend der gesamten Iteration di4+1 > 0. Wird dann die innere PCG-Iteration

so kontrolliert, dass
hd + 0k <h2 +4/4+ (hg)2>

I(hS, k) = Wi <06 (2.9)
gilt, was o
o < 9 (2.10)
1-6°
impliziert.

Dann bleiben die NEWTON-PCG-Iterierten {zk} in Lo und konvergieren mindestens linear
gegen das Minimum z* € Ly und zwar mit

HF/(xk+1)1/26xk+1H < 6”F/(xk)1/25xk’ 7
HF/(xk+1)1/2Amk+1H < @“F’(mk)l/zAaﬁkH . (2.11)
2. Quadratischer Konvergenzmodus:
Falls der Startwert z° fiir ein p > 0
h5 < i
" 14p
erfillt und die innere PCG-Iteration so kontrolliert wird, dass
h5
S < Pl (2.12)
hS + /4 + (k)2
gilt, was zumindest
8o < L (2.13)

1+ 1+ (1+p)
erfordert.

Dann bleiben die NEWTON-PCG-Iterierten {xk} in Lo und konvergieren quadratisch gegen
das Minimum x* € Lo und zwar mit

HF/(xk+1)1/25xk+1H

IN

%(1 +p) HF’(xk)l/Qéa:kHQ ,

IN

2
HF/(mk+1>1/2Axk+1H g(l 4 ) HFI(xk)l/2AmkH '
3. Die Konvergenz kann wie folgt durch Funktionswerte abgeschditzt werden:

‘f(w’“) ~Ft) — Sel| < Shfed (2.14)

Wir gehen im Folgenden davon aus, dass uns eine hinreichend gute Schitzung des Energienorm-
Fehlers &, der inneren PCG-Iteration zur Verfiigung steht (siche dazu z. B. [{f]). Dann ergibt sich

e = (14 62)e) = (14 62) HF'(wk)l/QémkHQ :
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Die Ungleichungen () und () liefern uns
Divergenz-Kriterium 1: Wir brechen die inexakte NEWTON-PCG-Iteration als divergent ab,
falls .

FM) = fh) > — e
Divergenz-Kriterium 2: Wir brechen die inexakte NEWTON-PCG-Iteration als divergent ab,
falls

€k
0=,/ - 09.
€k

Um ein Iterations-Kriterium fiir den quadratischen Konvergenzmodus herzuleiten, nehmen wir an,
dass [ho] < % fiir p = 1 erfiillt ist. In Ubereinstimmung mit (R.13) sei ferner §y ~ 1. Um nun
Bedingung (@) kontrollieren zu kénnen, brauchen wir eine Abschiitzung von h$. (£.14) liefert
die a-posteriori-Schiatzung

6

o I
[hyl2 = =

Fla®) - fa ) - 28}

Damit erhalten wir die a-priori-Schétzung
60k_1
5

k—1

(W] := Op_1[hg_1]2 =

(2.15)

Dies ergibt das
Iterations-Kriterium fiir den quadratischen Konvergenzmodus: Um quadratische Konver-
genz zu erreichen, muss die PCG-Iteration solange fortgefiihrt werden bis

)
o < plh] mit [h] == 6k-1

B8]+ J4+ ()2 £h1

erfillt ist.

Man kann zeigen, dass
0, — 0 fir kK — o0

gilt. Das bedeutet, dass im quadratischen Konvergenzmodus immer mehr innere PCG-Iterationen
durchgefiihrt werden miissen, je naher die Iterierten dem Minimum kommen!

Daher sollte zum linearen Konvergenzmodus gewechselt werden, falls ©, deutlich unter © fillt.
Hier muss Bedingung (@) sichergestellt werden. Dazu néhern wir J(hg, §;) durch

[9(h, 60)] == 9([h3], 0k) < (3, b)

an, wobei wir die a-priori-Abschétzung (R.1§) benutzen kénnen. Dann liefert (E) das

Iterations-Kriterium fiir den linearen Konvergenzmodus: Um lineare Konvergenz zu er-
reichen, muss die PCG-Iteration solange fortgefiihrt werden bis

[R] + 65 ([hi] +4/4+ [h2]2>

I([R], 8y, = <0
([h&], 0k) N <

erfillt ist.

Zusammen mit der Voraussetzung 541 > &), ergibt (R.10))

oy — L fir &k — oo.
1-9°
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Das bedeutet, dass im linearen Konvergenzmodus immer weniger innere PCG-Iterationen durch-
gefiihrt werden miissen, je niher die Iterierten dem Minimum kommen!

SchlieBlich erhalten wir wegen (R.14)) analog zum gewhnlichen NEWTON-Verfahren
Konvergenz-Kriterium 1: Wir beenden die inexakte NEWTON-PCG-Iteration, falls

X 1
Ja*) — f@*H) < SBTOL?
erfiillt ist und geben 2! als Losung aus.
Konvergenz-Kriterium 2: Wir beenden die inexakte NEWTON-PCG-Iteration, falls
e < ETOL?

erfiillt ist und geben z* als Losung aus.

2.5 Numerische Tests

Zum Abschluss soll das exakte und das vereinfachte NEWTON-Verfahren fiir konvexe Optimierung
getestet werden. Die Ergbenisse sind wie auf Seite E beschrieben dargestellt. Wir werden ins-
besondere auch zwei nicht (strikt) konvexe Probleme untersuchen und dabei die Auswirkungen
fehlender Konvexitétseigenschaften beobachten.

Test 1: Als erstes testen wir eine sehr einfache, auf ganz R? strikt konvexe Funktion
fz1,20) := 23 4+ 1 + 23
mit einem globalen Minimum im Punkt
z* = (-0.5,0).

Mit ETOL = 1075 erhalten wir folgende Ergebnisse:

Verfahren: | Startwert: | SWK: | DioKi: | DiK2: | Diok3: | Konk1: | Konke: |

exaktes NV (0,0) nein nein nein nein ja (2) ja (1)
(10,—10) nein nein nein nein ja (3) ja (2)
(—10, 100) nein nein nein nein ja (3) ja (2)
(1000, 10) nein nein nein nein ja (5) ja (4)

vereinf. NV (0,0) nein nein nein - ja (1) -
(10, —10) nein nein nein - ja (2) -
(—10, 100) nein nein ja - ja (3) -
(100, 10) nein nein ja - ja (4) -
(700, 10) ja nein nein - ja (64) -
(700, 700) ja nein nein - ja (41) -

Das exakten NEWTON- Verfahren konvergiert wie erwartet fiir alle von uns gepriiften Startwerte.
Keines der Divergenz-Kriterien wird erfﬁlltﬂ.

Das vereinfachte NEWTON- Verfahren konvergiert ebenfalls in allen Fallen. Entfernt man sich zu
weit von der Losung, steigt die Iterationszahl und das Startwert-Kriterium wird erfiillt.

fEs kann passieren, dass beim allerletzten, winzigen Schritt durch Rundungsfehler eines der Kriterien scheinbar
erfiillt wird.
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Test 2: Unsere zweite Testfunktion (Abb. 2) ist nur lokal strikt konvex:

[y, m0) i= 23 — 2021 + x5 — 1025 .

Ein lokales Minimum nimmt sie im Punkt
" ~ (2.582,1.826)

an. Mit ETOL = 1076 bzw. ETOL = 10~° erhalten wir folgende Ergebnisse:

Verfahren: || Startwert: | SWK: | DiKi: | Diok2: | Divks: | KonK1: | KonK2: |
exaktes NV (2,2) nein nein nein nein ja (3) ja (3)
(3,2) nein nein nein nein ja (4) ja (3)
(10,2) nein nein nein nein ja (6) ja (5)
(2,1) ja nein nein ja ja (4) ja (4)
(2,0.1) ja nein nein ja ja (6) ja (8)
vereinf. NV (2,2) nein nein nein - ja (10) -
(3,2) nein nein ja - ja (6) -
(10,2) nein nein ja - ja (44) -
(2,1) ja nein nein - ja (64) -
(2,0.1) ja ja nein - nein -
120
100 é
80
60
40
20
0
20
40
5
123 )
1 O y

Abbildung 2: f(z1,72) = 2} — 2021 + 23 — 10x2 im Bereich eines lokalen Minimums.

Das exakten NEWTON- Verfahren konvergiert problemlos, wenn man den Startwert in z-Richtung
die Steigung hinauf verlegt. Ndhert man sich in y-Richtung dem Sattelpunkt, konvergiert das
Verfahren noch, aber das Startwert- und ein Divergenz-Kriterium werden erfiillt.

Ahnlich ist auch die Situation beim vereinfachten NEWTON- Verfahren, solange man sich in der
Nahe der Losung befindet. Andernfalls nimmt die Iterationszahl deutlich zu oder das Verfahren
konvergiert iiberhaupt nicht — das Startwert-Kriterium warnt in diesem Falle.
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Test 3: Wir wollen nun eine Funktion betrachten, die zwar konvex, aber nicht strikt konvex ist

(sie wurde aus [[f] entnommen):

fz1, 20,23, 24) := (21 + 10962)2 +5(zs — 14)? + (22 — 223)* + 10(2; — x4)4 .

Man rechnet leicht nach, dass ihre HESSE-Matrix im Minimum bei

2* = (0,0,0,0)
singulér ist. Mit ETOL = 1075 bzw. ETOL = 10~° erhalten wir folgende Ergebnisse:

Verfahren: Startwert: SWK: | DwKl1: | DiwK2: | DivK3: | KonKl1: | KonK2:

exaktes NV (3,—-1,0,1) nein ja ja ja ja (23) ja (21)
(1,-1,0,1) ja ja nein ja ja (26) ja (24)
(0,0,0,1) ja ja nein ja ja (32) ja (31)

vereinf. NV (3,-1,0,1) nein nein ja - ja (19340) -
(1,-1,0,1) ja ja nein - nein -
(0,0,0,1) ja nein nein - nein -

Wir sehen, dass die Divergenz-Kriterien unbrauchbarer werden, was vermutlich mit der fehlenden
Konvexitat im Losungspunkt zusammenhéngt. Das vereinfachte NEWTON-Verfahren ist fiir das
Problem génzlich ungeeignet.

Test 4: Als letztes Beispiel betrachten wir die nur teilweise konvexe ROSENBROCK-Funktion:

f(IEl, IEQ) = 100(

Thr globales Minimum nimmt sie im Punkt

an und ist dort strikt konvex.

1400 é
1200 é
1000 é \
800 é
600 é
400 é

200

15

2

To — J}%)Q + (1 — xl)z .

Abbildung 3: ROSENBROCKs Funktion mit parabelformigem Tal (siche [13] und [ff]). Links: Dreidi-
mensionale Darstellung. Rechts: Niveaulinien fiir die Werte 10, 1 und %0 (von aulen nach innen).
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Mit ETOL = 1075 erhalten wir folgende Ergebnisse:

Verfahren: H Startwert: ‘ SWK: | DivK1: ‘ DivK2: | DivK3: ‘ KonK1: | KonK2: ‘
exaktes NV (—1.2,1) nein ja ja ja ja (9) ja (7)
(0,0) ja nein nein ja ja (3) ja (3)
(0.8,0.8) nein ja ja ja ja (7) ja (5)
(2,2) nein ja ja ja ja (7) ja (6)
vereinf. NV (—-1.2,1) nein ja ja - nein -
(0,0) ja ja nein - nein -
(0.8,0.8) nein ja nein - nein -
(2,2) nein nein ja - nein -

Wie zu erwarten ist das Ergebnis bei einer teilweise nichtkonvexen Funktion verheerend: Beim
exakten NEWTON-Verfahren versagen die Divergenz-Kriterien und das wereinfachte NEWTON-
Verfahren konvergiert iiberhaupt nicht.

Schlussbemerkungen

Dieser Vortrag baut im Wesentlichen auf die Abschnitte 2.2 und 2.3 des Buchs Newton Methods for
Nonlinear Problems von Peter Deuflhard ([f]) auf; die darin enthaltenen affin invarianten Konver-
genzsitze wurden iibernommen. Dort findet der interessierte Leser auch die zugehorigen — teilweise
recht umfangreichen — Beweise, auf deren Abdruck hier verzichtet wurde.

Das Handout, die Prisentationsfolien und die Quelltexte (in C++) stehen unter
http://www.mathi.uni-heidelberg.de/ ferreau/newton/

zum Download bereit.
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