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Einleitung

Eigenschaften eines MINLP

Ziel: Auffinden globaler Extrempunkte von
gemischt-ganzzahligen, nichtlinearen Programmen
(MINLP)

Eigenschaften eines MINLP:
e |. Allg. nichtlineare Zielfunktion
e lineare oder nichtlineare Nebenbedingungen
e kontinuierliche und ganzzahlige Variablen
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Einleitung

Einordnung in den Kontext der Optimierung

min f(x)

s.t. g(x) <0
h(x) =0
x € X

NLP

MILP |

™~

/

MINLP |
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Einleitung

Einschrankungen

Bereits globale Optimierung von NLPs (sehr) schwierig

MINLPs konnen daher nur unter restriktiven Annahmen
garantiert optimal gelost werden

Wir beschranken uns daher auf Probleme mit

e konvexer Zielfunktion und
e konvexen (Ungleichungs-)Nebenbedingungen

Outer Approximation lost solche Probleme in endlich
vielen Schritten
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Einleitung

Warum Binarvariablen?

Des Weiteren betrachten wir nur ganzzahlige
Binarvariablen

Dies bedeutet aber keine Einschrankung, da jede
ganzzahlige Variable durch Binarvariablen ausgedriickt
werden kann

Binarvariablen reprasentieren oft Entscheidungen (z. B. ob
eine Maschine eingesetzt wird oder nicht)

Gebrochene Entscheidungswerte machen keinen Sinn!
Daher ganzzahlige Modellierung notwendig
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Outer Approximation

Problemformulierung - OA-MINLP

B Outer Approximation wurde erstmal 1986 flr folgende
Problemklasse vorgestellt:

f min  f(x) +cly

s.t. g(x)+By <0
xeX:={xeR"|Ax <a}

yeY:={ye{0,1} | Ay < ay}

OA-MINLP <

\

B Dabeisind x € R", y € {0,1}7, c € R?, B € R7*? sowie
A e RM>*n- A, ¢ R™*P g1 € R™, g, € R™2,
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Outer Approximation

Problemformulierung - Annahmen

(Al) X C IR"ist nichtleer, kompakt und konvex
(A2) Die Funktionen

f:R" — R und
g: R" — Y

sind konvex und stetig-differenzierbar
(A3) Es gilt die Slater'sche Constraint Qualification: Sel
V:i={ye{0,1} |Ixe X: g(x)+By <0},
dann gibt es zu jedem y € Y NV auch ein ¥ € X, so dass gilt
g(¥)+ By <0
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Outer Approximation

Problemformulierung - Implizite Annahmen

B Die Formulierung des OA-MINLP macht bereits folgende

implizite Annahmen:

e Zielfunktion ist separierbar in x und y
e y-Variablen kommen nur linear vor

Aul3erdem kann die von uns betrachtete Form der Quter
Approximation keine nichtlinearen

Gleichungsnebenbedingungen behandeln

Umformulierungen der Art
h(ix) =0 <= h(x)<0A —h(x)<0
verletzen die Konvexitatsbedingung (A2)
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Outer Approximation

LOosungsstrategien - Idee

Fur jeden fixierten Vektor ¢/ € Y erhalt man ein leicht zu
l6sendes, konvexes NLP

Optimale Losung des NLP x/ liefert obere Schranke
f) +cTy

Aul3erdem ersetze im Orginalproblem f und ¢ durch ihre
Linearisierungen um x/ und erhalte so ein MILP

Losung dieses MILP liefert wegen Konvexitat untere
Schranke und neuen ganzzahligen Vektor /!

Iteriere dieses Verfahren bis obere und untere Schranken
ubereinstimmen
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Outer Approximation

LOsungsstrategien - Primalprogramm

B Fir jedes feste y/ erhalt man folgendes Primalprogramm

min  f(x) + Tyl

OA-NLP (1) s.t. ¢(x)+Byl <0
x e X

B Seizunachsty/ € YN V. Dann gilt;
 Es existiert eine optimale Lésung x/, denn X ist

kompakt
e Wir erhalten eine obere Schranke

UBD := f(x)) +cly/
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Outer Approximation

LOosungsstrategien - Zulassiges Primalprogramm

B Wegen der Konvexitat von f und g gilt:

f(x

) > fO)+VFDT(x—x) VxeX
g(x) > g()+ Vg (x —x) Vxe X

B Dies kann man auch leicht geometrisch
veranschaulichen. ..
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Outer Approximation

LOosungsstrategien - Geometrische Veranschaulichung
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Outer Approximation

LOsungsstrategien

. Zulassiges Primalprogramm

B Satz: Unter den Annahmen (Al), (A2) und insbesondere
(A3) gilt fur alle x/ € X:

min f(x) +cTyl

x e X

s.t. g(x)+By <0| = | s.t. gx))+Vg()T(x—x/)+By <0

min  f(x/) + V()T (x = 2) + Ty

x e X

Es genlgt sogar, nur die Linearisierungen der im Punkt
(x/,y/) aktiven Ungleichungen zu beriicksichtigen.
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Outer Approximation

LOosungsstrategien - Zulassiges Primalprogramm

B Aul3erdem qilt

min  f(xf) + V()T (x — 2f) + Ty
s.t. g(x)) +Vg(x)T(x—x/)+ By <0

x € X

. T ]
min c
oty

s.t. f(xd) + VF() T (x—xf) <

= g(x)) + Vg () (x = x/) + Byl <0
x e X

nelk
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Outer Approximation

LOosungsstrategien - Unzulassiges Primalprogramm

B Falls jedoch i/ € Y\ V, so besitzt das Primalprogramm
keine Losung

B Satz (Integer Cuts): Seiy/ = (yé,...,y{g)T e {0,1} mit
den Indexmengen
B ={I|yj=1} und NB:={I|y] =0}
gegeben. Dann wird die Ungleichung

Zyz— Z }/l§|Bj‘—1

leBJ IENBJ
nur vom Vektor 1/ verletzt und von allen anderen Vektoren

y € {0,137\ {y/} erfullt.
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Outer Approximation

LOsungsstrategien - Masterprogramm

B Wir schreiben das OA-MINLP um:

min OA-NLP(y)
OA-MINLP,, Y

s.t. yeYnNV

B Und weiter:

min 7 +cly

s.t. 1> f(x)+VFQ)(x =) VjeF
0>g(x)+Vg(x)(x—x)+By VjeF
xeX,yeYnNV,nelR

OA-MINLP., {
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Outer Approximation

LOsungsstrategien - Masterprogramm

B wobel
F = {] | OA—NLP(yf) zulassig mit Optimalldsung xj}

B Das so erhaltene MILP beinhaltet zwel Schwierigkeiten:
e Die Menge Y N V ist nicht explizit bekannt

e Fir jede Optimallosung x/ erhalt man bis zu g + 1
Ungleichungsnebenbedingungen, insgesamt also bis

zu 2P(g+1)

B Daher wird OA-MINLP., relaxiert, d. h. die meisten
Nebenbedingungen werden weggelassen
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Outer Approximation

LOsungsstrategien - Masterprogramm

B Auf diese Art erhalt man das sog. Masterprogramm

OA-MASTER! <

\

min 1 +cly

XY

s.t. > f(x)+ V() (x— ) VjeF
0> g(x/) +Vg(x)(x—x))+By VjcF
Y oy — Y ylg‘Bk|—1 VkeF
l€Bk IeNBk
n+cly <UBD

xeX,yeY, neR

ri.— {j<i \ OA-NLP(y/) zuléassig mit Optimallésung xj} /
Fi:= {k <i | OA-NLP(y¥) ist unzuléssig}
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Outer Approximation

Algorithmus - Teil 1

1. e i:=1,F:=F0:=@und UBD := .
e Wahle ° € Y (oder y° € Y NV falls verfugbar).

2. Lose Primalprogramm OA-NLP(y'):
(a) OA-NLP(y') ist zulassig mit Optimallosung (x/, y'):
¢ Falls f(x') +c'y' < UBD:
UBD := f(x') +cly!, x* := x' und y* := y'.
¢ Fi:= F-1y {i} und Fi := Fi-1, d. h. fuge die um Punkt x!
linearisierten Ungleichungsnebenbedingungen hinzu.
¢ Gehe zu Schritt 3.
(b) OA-NLP(y) ist unzulassig: F' := Fi=! und Fi := Fi-1 U {i},
d. h. fuge einen Integer Cut hinzu.
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Outer Approximation

Algorithmus - Teil 2

3. Lose relaxierte Masterprogramm OA-MASTER!:

(a) OA-MASTER' ist zulassig mit Optimallésung (£2+1, 9*+1):
¢ yH=9*tlundi:=i+1.
¢ Gehe zu Schritt 2.

(b) OA-MASTER' ist unzulassig: STOPP, Optimallésung

(x*,y*) gefunden (falls UBD < oo, ansonsten ist
OA-MINLP unzulassig).

Satz: Unter den Annahmen (Al), (A2) und (A3) terminert der
Outer-Approximation-Algorithmus nach endlich vielen Schritten
und berechnet eine Optimallosung des OA-MINLP, falls dieses
zulassig ist.
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Outer Approximation

Algorithmus - Startvektor

B Einen Startvektor 1 kann man wie folgt ermitteln:
o Stelle NLP-Relaxierung des OA-MINLP auf,
d. h. ersetze
y € {0,1} durch vy e [0,1]7
e LOse sie und runde die y-Komponenten auf
ganzzahlige Werte

B Liefert die NLP-Relaxierung einen ganzzahligen y-Vektor,
so ist ihre Losung optimal fur das OA-MINLP

B Falls die NLP-Relaxierung unzulassig ist, so ist auch das
OA-MINLP unzulassig
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Verallgemeinerte Outer Approximation

Problemformulierung - Verbesserungen

B Die Verallgemeinerte Outer Approximation wurde 1994
von Fletcher und Leyffer vorgestellt

B Zweil wesentliche Verbesserungen sind:

e Ganzzahligen Variablen y durfen auch nichtlinear und
nichtseparierbar vorkommen

e Unzulassige Primalprogramme werden auf theoretisch
gesicherter Grundlage zur Verscharfung der
Relaxierung des Masterprogramms benutzt
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Verallgemeinerte Outer Approximation

Problemformulierung - GOA-MINLP

B Die verallgemeinerte Problemformulierung lautet:

.

min f(x,y)
S. t. x,y) <0
GOA-MINLP ¢ $(xy)
xeX:={xeR"| Ajx <m}
\ yeY:={ye {01} | Ay < ap}

B Die Annahmen (Al), (A2) und (A3) gelten analog weiter

Outer Approximationftr konvexe MINLP-Probleme 31/60




Verallgemeinerte Outer Approximation
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Verallgemeinerte Outer Approximation

Unzulassige Primalprogramme - GOA-NLP

B Das Primalprogramm bleibt unverandert:

min  f(x,y/)
GOA-NLP(1/) s.t. g(x,yl) <0

x e X

B Jedoch wird der unzulassige Fall (y € Y \ V) nun anders
behandelt

B Die meisten NLP-Loser verwenden Phase-l-Ansatz zum
Auffinden eines zulassigen Startvektors
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Verallgemeinerte Outer Approximation

Unzulassige Primalprogramme - Phase |

B Dazu losen sie

q . .
. + ] . _'_ ]
min T (x, oder min max Q. (X,
in Y g (v y) in max g/ (¥, ¥)
s.t. xe X s.t. xe X

mit ¢;” := max {0, g;} und festem y/
B Alternative:
o Stelle sicher, dass eine einmal erfullte Ungleichung
gultig bleibt
e \ersuche so, sukzessive alle Ungleichungen zu
erfullen
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Verallgemeinerte Outer Approximation

Unzulassige Primalprogramme - GOA-FEAS

B Formal wird dadurch folgendes Unzulassigkeitsprogramm
gelost:

min ¥, wfg (x, ")
iel

GOAFEAS(Y") { st o(xy)<0 Viel

x e X

B ] bzw. I sind dabei die Mengen der momentan glltigen
bzw. ungultigen Ungleichungsnebenbedingungen

B GOA-FEAS(y*) hat genau dann eine Optimallésung
grofRer O, wenn das zugehorige Primalprogramm
unzulassig ist
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Verallgemeinerte Outer Approximation

Unzulassige Primalprogramme - Linearisierungen

B Satz: Das Primalprogramm GOA-NLP(y*) sei unzulassig,
so dass x* das Unzuléssigkeitsprogramm GOA-FEAS(y*)

mit . .

Y wig (x,y") >0

icl
I6st. Dann ist y = y* fiir alle x € X unzuldssig in den
folgenden Nebenbedingungen:

X—Xk

0 > gi(x,y*) + Vgi(x", )" ( i
y—y

) Vie{l,...,p}.

Auch hier genugt es, nur die Linearisierungen der im
Punkt (x*, ) aktiven Ungleichungen zu beriicksichtigen.
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Verallgemeinerte Outer Approximation

Verbessertes Masterprogramm - GOA-MINLP.

B Wir formulieren folgendes MILP:

vy
. . x — x/ ,
s. t. 17>f(xf,y])+Vf(xf,y])T( ,-) VjeF
y—y

. o —x
0> g(x,y)+ Vg, y)T ( * x]_ ) VjeF
Yy—Vy

GOA-MINLP.,

_~k
0 > g(xK,y*) + Vg (x, y)T ( * xk ) Vke F
y—Vy

xeX,yeY, neR
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Verallgemeinerte Outer Approximation

Verbessertes Masterprogramm - GOA-MINLP.

B mit den Indexmengen

F = {] ‘ GOA-NLP(y/) ist zulassig mit Optimallésung xj} p
F = {k ‘ OA-NLP(¥) ist unzulassig
und x¥ ist Optimallosung von GOA-FEAS(yk) }

B Satz: Unter den Annahmen (Al), (A2) und (A3) ist sind die
Programme GOA-MINLP und GOA-MINLP. aquivalent.
Das soll hei3en, dass (x*,y*) genau dann eine Losung
von GOA-MINLP ist, wenn (x*,y*) eine Losung von
GOA-MINLP., ist.
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Verallgemeinerte Outer Approximation

Verbessertes Masterprogramm - GOA-MASTER

B Masterprogramm durch Relaxierung von GOA-MINLP.:

( .
min
XY, T

n <uBD

x—xf

n>f(d,y) + VI, y)! ( ]. ) VjeF
y—y

x —x/ o
VieF

GOA-MASTER!

0> g(x,yl) + Vg(x,y)T .
y—y

_ ok _
0> g(xk, y*) + Vg (xk, y5)T ( i xk ) Vk € F
y—y

xeX,yeY,nelR
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Verallgemeinerte Outer Approximation

Verbessertes Masterprogramm - Algorithmus

B Einarbeitung der erwahnten Anderungen ergibt den
Algorithmus flr die Verallgemeinerte Outer Approximation

B Satz: Unter den Annahmen (Al), (A2) und (A3) terminert
der Verallgemeinerte-Outer-Approximation-Algorithmus
nach endlich vielen Schritten mit einer Optimallosung des
GOA-MINLP oder der Meldung, dass dieses zulassig ist.
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Implementierungsaspekte

Primal- und Masterprogramme
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Implementierungsaspekte

Primal- und Masterprogramme - NLP

In jeder OA-Iteration wird sowohl ein NLP als auch ein
MILP gelost

Die NLPs haben konvexe Zielfunktion und konvexe
Ungleichungsnebenbedingungen

LOosen der NLPs daher relativ leicht (etwa mit SQP), wenn
Zahl der Nebenbedingungen nicht zu grol3 ist

Zeitkritisch ist vor allem das Losen der MILP
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Implementierungsaspekte

Primal- und Masterprogramme - MILP

In jeder Iteration werden dem MILP bis zu g + 1
Nebenbedingungen hinzugeflgt

Reduzierung maoglich, wenn nur Linearisierungen der
aktiven Nebenbedingungen berucksichtigt werden

Dies hat allerdings ggf. eine Abschwachung der
Relaxierung zur Folge, was Zahl der Iterationen erhoht

Standardmethode zum Losen des MILP ist ein
Branch&Bound-Verfahren. ..
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Implementierungsaspekte

Primal- und Masterprogramme

. Branch&Bound

Nt Cun D> G

Y ::7 w( =1

Cunzulassig >y e {0,177
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Implementierungsaspekte

Nur ein Masterprogramm
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Implementierungsaspekte

Nur ein Masterprogramm - ldee

ldee: Verschmelzen von Outer Approximation und
Branch&Bound-Verfahren

Dazu I6st man (nur) das anfangliche Masterprogramm
mittels Branch&Bound

Stol3t man dabeil auf einen ganzzahlig-zulassigen
y-Vektor, so wird das zugehorige Primal- bzw.
Unzulassigkeitsprogramm gelost

Um dessen Losung wird wie gewohnt linearisiert und die
neuen Nebenbedingungen zu allen noch offenen
Branch&Bound-Teilproblemen hinzugefugt
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Implementierungsaspekte

Nur ein Masterprogramm - Vor- und Nachteile

B \ortell: Es wird also nur noch ein Masterprogramm (direkt)

gelost!

Das Losen der anderen Masterprogramme geschieht
iImplizit wahrend des Branch&Bound-Verfahrens

Nachteil: Primalprogramme werden an ggf. suboptimalen
y-Vektoren gelost

Dadurch evtl. mehr Iterationen und mehr linearisierte
Nebenbedingungen

Abhilfe: Branch&Cut-Verfahren mittels Gomory-Cuts
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Implementierungsaspekte

Nur ein Masterprogramm - GOA-BBMASTER

B Neue implizite Masterprogramme:

( .
min
X, YN ;7

n < UBD
- . _ ) N
’7>f(x]ry])+Vf(X’,yf)T(x xj Vje b
y—Vy

y—y

X—Xk

Vkeﬁ

GOA-BBMASTER!

o o — xJ N
0>g(xf,y])+Vg(xf,y’)T(x x) vjeF

0> g(x*,y*) + Vg (x*,y)" ( )
Y-y

Ix+Ty<¢
xeX,ye YNFIX, n€R
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Implementierungsaspekte

Nur ein Masterprogramm - Algorithmus

1. Wahle y° € {0,1}" und setze [0 := [0.= @, i :=1.

2. Aufstellen des Start-Masterprogrammes:
(a) Falls GOA-NLP(y°) zulassig mit Optimum x°: F0 := {0} und
UBD := f(x%,y°).
(b) Falls GOA-NLP(y") unzulassig:
¢ Lose GOA-FEAS(yY) und erhalte Optimum xV.

¢ [0:={0} und UBD := oo.
(e) Linearisiere f und g um (x%,4°) und erhalte GOA-BBMASTER'.
(d) Initialisiere Teilproblemliste mit GOA-BBMASTERV.

3. Setzei:= i+ 1 und teste ob Teilproblemliste leer ist?

(a) Ja: STOPP! Falls UBD < oo, soist (x*,y*) Optimallosung des
GOA-MINLP, ansonsten ist es unzulassig.
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Implementierungsaspekte

Nur ein Masterprogramm - Algorithmus

(b) Nein: Entferne ein Teilproblem aus der Liste und bearbeite es in
Schritt 4 als Teilproblem 1.

(@) Fallsy e {0,1}":

¢ Setze y' := § und l6se GOA-NLP(y') bzw. GOA-FEAS(y*)
und erhalte Optimallésung x'.

¢ Linearisiere f und ¢ um (x',y') und setze F' := F'=1 U {i} bzw.
Pi= Fi-1y i)

¢ Fige GOA-BBMASTER' wieder in die Teilproblemliste ein.

¢ Falls GOA-NLP(y') zulassig war mit f(x',y') < UBD: Setze
(x*,y*) := (x',y") und UBD := f(x',y') und lésche alle
Teilprobleme mit 7 > UBD aus der Liste.

¢ Gehe zu Schritt 3.
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Implementierungsaspekte

Nur ein Masterprogramm - Algorithmus

(b) Fallsy ¢ {0,1}":
¢ \erzweige an einer gebrochenen 0-1-Variable, fige zwei neue
Tellprobleme in die Liste ein und gehe zu Schritt 3.

oder

¢ Flge Gomory Cuts zu GOA-BBMASTER' hinzu und gehe zu
Schritt 4.

B Branch-vs.-Cut-Entscheidung mittels Heuristiken
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Zusammenfassung

Outer Approximation

B Manche Optimierungsprobleme erfordern ganzzahlige
Modellierung

B Outer Approximation findet garantiert die optimale Losung
von Problemen mit
o konvexer Zielfunktion und
e konvexen Ungleichungsnebenbedingungen

B Es gibt Verallgemeinerungen far
Gleichungsnebenbedingungen und nichtkonvexe
Zielfunktionen, die aber keine Konvergenz zum globalen

Optimum garantieren konnen
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Zusammenfassung

LOsungsstrategien

B Outer Approximation erfordert das Losen von NLPs und
MILPs

Zwar ist Konvergenz nach endlich vielen Schritten
garantiert, die Laufzeiten konnen fir grof3e Probleme aber
extrem lang werden

Eine Moglichkeit zur Beschleunigung besteht im
Verschmelzen von Outer Approximation und
Branch&Bound-Verfahren

Das Einfihren von Gomory-Cuts kann die Laufzeit weiter
verringern
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Literatur

Hinwels

B Das Handout und die Prasentationsfolien stehen unter

www.mathi.uni-heirdelberg.de
/ ferreau/globalOpt/

zum Download bereit.
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Fragen

Fragen?
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