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XD DiriCHLET scher Charakter

1 Quadratische Zahlkorper

Wir fiithren in diesem Abschnitt einige Hauptatsachen iiber quadratische Zahlkorper ein.
Definition 1.1 Quadratischer Zahlkérper
Sei K ein Korper, Q C K und [K : Q] = 2*. Dann heifit K ein quadratischer Zahlkérper.

K lasst sich dann schreiben als

K =Q(Vd), decZ. (1.1)

Dabei setzt man d als quadratfrei voraus, d. h. d soll kein Quadrat als Teiler enthalten. Andernfalls
ware

d=2?d,z €N, und Q(Vd)=Qa2d')=QzVd)=Q(d),

und, falls d selbst ein Quadrat wire
Q(Vd) = Q.

Da /d algebraisch iiber Q ist, besitzt jede Zahl z € K eine eindeutige Darstellung

z=a+B8vVd mita,seQ. (1.2)

Fiir d < 0 heifit K auch imagindrquadratisch, fir d > 0 reellquadratisch. Nur auf reellquadratischen
Korpern lisst sich eine Ordnungsrelation definieren, diese sind Teilmengen von R. Imaginédrqua-
dratische Korper dagegen enthalten komplexe Elemente.

Definition 1.2 Konjugiertes in K
Unter dem Konjugierten der Zahl a = a + $v/d € K wversteht man die Zahl
a=a- BVd

In einem imagindrquadratischen Kérper stimmt dieser Begriff mit dem komplex Konjugierten in
C dberein.

*Dies bedeutet, dass K ein zweidimensionaler Q-Vektorraum ist.



Definition 1.3 Ring der ganzen Zahlen in K
Mit ® C K bezeichnet man den Ring derjenigen Zahlen aus K, welche eine Gleichung mit Koef-
fizienten in Z und héichstem Koeffizienten 1 erfillen. Man nennt solche Zahlen ,ganz“. Der Ring
O wird auch als Hauptordnung von K bezeichnet.

Wir bestimmen die Elemente dieses Rings explizit. Da die Korpererweiterung den Grad zwei hat,
reicht es aus, die Losungsmenge einer quadratischen Gleichung zu betrachten:

22 —sr+n=0

ist erfiillt fiir
s=x+7% und n=2xT

Nach Definition 1.3 ist € ® genau dann, wenn s,n € Z sind, also

z4+T=20€Z und zT=a’—-pF%deZ.

Aus
(28)%d = 4a* —4a* +45%d
_ 2 2 2
= (2a)"—4(a” -G
€7 [/

folgt (23)%d € Z. Weil d als quadratfrei vorausgesetzt wurde, folgt 23 € Z. Setze nun

bvd
a=2a, b=20, x:#, a,b € Z mit a® — b*d = 0(mod 4).

Die letzte Kongruenz ist erfiillt
fiir d = 1(mod 4) genau dann, wenn  a = b(mod 2).

fiir d = 2,3(mod 4) genau dann, wenn  a,b gerade sind, also a, 8 € Z

Korollar 1.4
Der Ring © besteht folglich aus den Elementen

| z+zvd falls d = 2,3(mod 4),
T 242 falls d = 1(mod 4)

Zy/d Zy/d

N / \

Vd Vd
0 1 >Z 0 1 >Z
d=2,3 (mod 4) d=1 (mod 4)

Abbildung 1: Veranschaulichung der Elemente von Q(v/d) als Gitterpunkte in der Ebene.

Definition 1.5 Spur und Norm in K
Sei x € K. Man nennt

S: K—Q, z—xz+4+T die Spur von x,

N: K—Q, zw 2T die Norm von x. (1.4)

S und N sind additiv und multiplikativ, wie man durch elementares Nachrechnen zeigt.



Definition 1.6 Diskriminante von K
Als Diskriminante des Korpers K bezeichnet man den Wert

(2 9)

wobei (o, 3) eine Basis des Rings ©® C K bilden. Die Diskriminante ist von der Wahl der Basis
unabhdngig.

2
. ®=aZ+fZ, (1.5)

Beweis:
(1,%) ist die Basis von © aus Korollar 1.4, und man errechnet die Diskriminante

(i %)

Sei nun (A + p1, Ao + pot)) eine weitere Basis von ©, dann errechnet man

= (G-

‘( )\1+M1y )\2+M2g

2
— _ 207 2
M4 Ao+ potp )’ = (Aip2 — Aop) (b — ).

Interpretiert man beide Basen als Gitter in C, so gilt bekanntlich fir die Matriz welche die Gitter
ineinander uberfihrt

A1 H1 A1 M1
€ SL(2,Z),  det = A plo — Aopig = 1,
< Xo po ) ( ) € ( Xo po ) 112 21

und die Diskriminanten sind identisch.

O
Man findet also 0. B.d. A. mit der Basis aus Korollar 1.4 die Diskriminanten
D =4d falls d=2, 3 (mod 4) (1.6)
D=4d falls d=1 (mod 4).
Beweis:
Fiir d ist

(¥ —v)?

<
~

s

(

(x/&— (—\/&))2 = 4d fir d = 2, 3 (mod 4)

_ <;+;\/E_<;_;\/E)>2:d fiir d =1 (mod 4)

Diese entsprechen exakt den in [Za, §5] definierten Fundamentaldiskriminanten, folglich ldsst sich
jeder quadratische Kérper eindeutig als Q(v/D) mit einer Fundamentaldiskriminante D schreiben.

Definition 1.7 Einheit
Sind a,b € D mit
ab=1

so nennt man a und b Einheiten des Rings ®. Offensichtlich sind in einem Korper alle Elemente
mit Ausnahme der 0 Finheiten.

Wir wollen die Einheiten des Rings ® C Q(v/d) bestimmen. Sei also = + yv/d € ® eine Einheit.
Entsprechend der Basisdarstellung sind x,y wie folgt zu wéhlen:

z, y€Z fur d=2,3 (mod4)
2z, 2y, x+y €Z fir d=1 (mod 4)



Nach Definition existiert eine Zahl u + vv/d so dass
(z + yVd)(u+vVd) = 1.

Da notwendig zv + yu = 0 gilt, folgt, dass auch = — yv/d eine Einheit ist, denn
(z — yVd)(u—vVd) = 1.

Dann ist auch
(@ +yVd)(w —yVd) =2 —dy* € Z

eine Einheit und man erhélt, da Z nur die Einheiten +1 hat, die FERMAT’sche Gleichung
2 — dy? = +1.
Umgekehrt ist « + y+/d Einheit falls diese FERMAT’sche Gleichung erfiillt ist.

Entsprechend einem Ergebnis aus [Za, §8] haben wird dann folgendes Ergebnis fiir die Einheiten
von ®:

d=—1 1,4, —1,—i

d=-3 l,e,e2,...,¢€° mits:exp(%)
d<0,d#-1,-3 1,-1

d>0 +c¥, k € Z, ¢ eine Grundeinheit



2 Ideale und Primfaktorzerlegung

Es werden einige grundlegende Tatsachen iiber Ideale eingefiihrt, und deren Eigenschaften in den
Ringen ® untersucht. Dieser Abschnitt richtet sich weitgehend nach [ST].

Primfaktorzerlegungen von Idealen

Definition 2.1 (Ganzes) Ideal
Ein Ideal von ® ist eine additive Untergruppe a C ® welche folgende Bedingung erfiillt:

YAeED, aca: da€a. (2.1)

Zusdtzlich zur additiven Gruppenstruktur ist a also auch unter der Multiplikation mit Skalaren aus
© abgeschlossen.

Definition 2.2 Produktideal
Sind a,b Ideale, so ist das Produktideal ab durch

ab = {i aibi
=1

erklirt. Es ist das kleinste Ideal, welches alle Produkte ab mit a € a, b € b enthdlt.

a; €a,b;eb, re N} (2.2)

Definition 2.3 Hauptideal
FEin beliebiges Element £ € © (€ € K ) erzeugt das (gebrochene, — Definition 2.11) Ideal

(€) = {Af ‘ Ae @}, (2.3)
es heifit das von £ erzeugte Hauptideal. Dabei ist & bis auf eine Finheit aus © (aus K) eindeutig
bestimmt.

Ein Ring in welchem jedes Ideal sofort Hauptideal ist, d. h. von genau einem Element erzeugt wird,
wird Hauptidealring genannt.

Korollar 2.4 Produkt von Hauptidealen
Sind &,m € K, (€) und (n) Hauptideale, so gilt

(€n) = (&) ) (2.4)

Beweis:
C: Sei Xn, A\ € D, ein beliebiges Element aus (£n). Dann besitzt es wegen aq = A € (£) und
by :=n € (n) die nachfolgende Darstellung und liegt somit in (£)(n)

1
An = abi.
i=1

D: Ein beliebiges Element aus (£)(n) hat die nachfolgende Darstellung, folglich liegt jeder Summand
und damit auch die ganze Summe x in ().

T = a; by = Aii€n, i, pi €9
;Aé ; pikn p
i Him

Definition 2.5 Maximales Ideal
Ein Ideal a C © heifft maximal, wenn es echt ist (a # o,a # D) und zwischen a und © selbst
keine weiteren Ideale liegen.



Definition 2.6 Primideal
Ein Ideal a C ® heifft prim, wenn fir alle Ideale b,c C® mit be C a gilt:

bCa oder c¢Ca.

Lemma 2.7
In allgemeinen Ringen R gilt

1. a ist ein mazimales Ideal genau dann wenn R/a ein Kérper ist.

2. a ist ein Primideal genau dann, wenn R/a ein Integrititsring (ein nullteilerfreier Ring) ist.
Beweis: Elementare Algebra, z. B. [Bo, p. 40].

Korollar 2.8 Maximale Ideale sind prim
In allgemeinen Ringen R ist jedes maximale Ideal auch Primideal.

Satz 2.9 Ideale sind endlich erzeugt
Jedes Ideal a C D ist endlich erzeugt, d. h. es existieren ay,...,an, n € Nmit a = Zay+...+Zay,.

Beweis:

Es ist (D,4) eine abelsche Gruppe mit der Eigenschaft, das jedes Element aus © eindeutig als
Linearkombination der Linge 2 dargestellt werden kann (D, +) ist eine freie abelsche Gruppe vom
Rang 2).

Ist a ein Ideal, so ist (a,+) ebenfalls eine abelsche Gruppe und die Linge der Linearkombination
ist hichstens 2. Jede Z-Basis von (a,+) erzeugt also a als Ideal, jedes Ideal von ® ist damit endlich
erzeugt. O

Satz 2.10 Primideale in © sind maximal
Jedes Primideal a # o in ® ist auch mazimal in ®. Dies gilt in allgemeinen Ringen nicht !

Beweis:

Sei also a # o ein Ideal von ® und sei 0 # o € p. Sei N := aa. Sicher ist N € p, da o € p ist,
und folglich muss (N) C p gelten. Folglich ist D /p ein Quotientenring von ©/(N). Jener ist aber
endlich, da er eine endlich erzeugte abelsche Gruppe von Elementen endlicher Ordnung ist. Daher
ist auch @ /p endlich, und nach Lemma 2.7 ein Integrititsring. Endliche Integrititsringe sind aber
bereits Schiefkorper, die Kommutativitit ist in unserem Fall klar, gilt aber auch allgemein (Satz
von WEDDERBURN ). Folglich ist p wieder nach Lemma 2.7 mazimal. (]

Gebrochene Ideale

Die Multiplikation von ganzen Idealen aus ® ist assoziativ und kommutativ, © selbst das neutrale
Element. Inverse zu den ganzen Idealen aus ® sind mit den bisher eingefiihrten Begriffen noch nicht
zu beschreiben, wir erhalten also noch keine multiplikative Gruppenstruktur. Diese zu erlangen
motiviert die Einfiihrung von gebrochenen Idealen.

Definition 2.11 Gebrochenes Ideal
Eine additive Untergruppe von K (nicht mehr ®© !) heifit ein gebrochenes Ideal von @, falls ein
Element c € K existiert so dass b = ca ein ganzes Ideal von D ist.

Das gebrochene Ideal a besitzt dann die Darstellung a = ¢=1b und ist eine Teilmenge von K.

In Hauptidealringen sind gebrochene Ideale nur von geringem Interesse, denn sie sind von der
einfachen Form

cHd) = (c'd)D =a®, mitacK.

Tatséchlich sind aber nur sehr wenige Ringe © auch Hauptidealringe (— Bemerkung 2.22).



Satz 2.12 Die Gruppe gebrochener Ideale
Die gebrochene Ideale von ®© bilden eine multiplikative abelsche Gruppe.

Wir zeigen diesen Satz zusammen mit dem wichtigsten Resultat dieses Abschnitts:

Satz 2.13 Eindeutige Primidealzerlegung in ©
Jedes nichttriviale Ideal von ® besitzt eine bis auf die Reihenfolge eindeutige Darstellung als Pro-
dukt von Primidealen von 9.

Der Beweis dieser beiden Sidtze erfolgt in mehreren Schritten und wird einige weitere wichtige
Resultate liefern:

Schritt 1: Sei a # o ein Ideal von ©. Dann existieren Primideale p1,...,p. von ® so dass
p1-- .pr g a.
Beweis durch Widerspruch:

Gelte dies nicht. Dann konnen wir a in ® maximal wéhlen, unter der Einschrinkung dass
solche Primideale nicht existieren. a ist dann nicht prim, sonst wére mit p; = a der Wider-
spruch bereits gefunden. Nach Negation von Definition 2.6 existieren also Ideale b, ¢ von ®
mit be C a,b € a, ¢ € a. Seien nun Ideale

ap:=a+b, a:=a+c

definiert. Dann gilt a;as C a und a1, as 2 a. Da a maximal ist, existieren wegen Korollar 2.8

Primideale pq,...,ps,Ps+1,--.,Dr SO dass
pr-ps ©
Pst1--pr S a2

Damit folgt aber im Widerspruch zur Wahl von a

pr--opr € agag € a %

Schritt 2:

Definition 2.14 Inverses eines Ideals

Ist a ein Ideal von D, so sei

ali={zcK|2zaCD}.

Die Notation deutet an, dass a~! das inverse Ideal zu a ist; diese Eigenschaft ist aber erst
noch zu beweisen.

1

Beweis: Wir miissen aa™" = %2 zeigen.

Ist a # 0, so gilt fiir jedes ¢ € a, ¢ # 0 dass ca™! C D ist; folglich ist a~! nach Definition 2.11
ein gebrochenes Ideal. Offensichtlich ist ® C a~!, also a = a® C aa~! = a~'a. Dies zeigt
zuniichst, dass aa~! ein Ideal von D ist.

Offensichtlich gilt fiir Ideale a,p von ©

ACpC®D <« DCplcal

Schritt 3: Ist a echtes Ideal (a # 0, a # D), dann ist a™! 2 D.

Beweis:

Es ist a C p fiir ein maximales Ideal p, und p~' C a~'. Daher geniigt es, p~! # D fiir
maximale Ideale p zu zeigen; also z. B. ein nicht ganzes Element in p~! zu finden.



Beginnend mit einem Element a € p, a # 0, wihlt man unter Verwendung von Schritt 1 ein
minimales r so dass

p1--pr C (a)

fiir Primideale py,...,p,. Da nun (a) C p, und p selbst prim (weil maximal) ist, liegt min-
destens ein p; in p. Dies sei 0. B.d. A. fiir das Primideal p; der Fall. Dann gilt p; = p da in
® Primideale gleichzeitig maximal sind (Satz 2.10) und weiter muss gelten

p2-pr £ (a)
da r minimal gew&hlt ist.

Wir kénnen also ein Element b € po---p, \ (a) wihlen. Wegen bp C (a) gilt ba=! C © und
ba=! € p~!. Da aber b ¢ a®, also ba~! ¢ D gewiihlt wurde, folgt p~1 # D. O

Schritt 4: Ist a # 0 und aS C a fiir jede Teilmenge S C K, dann ist S C D.
Beweis:

Wir zeigen dass, wenn af C a fiir ein 6 € S gilt, § € © folgt.
Da jedes Ideal in ® endlich erzeugt ist, gilt
a={ay,...,am)
wobei nicht alle a¢; Null sind. Dann bedeutet af C a
a0 = bjiar + ... +bimam, t=1,...,m, b €D.

Da ai,...,a, Losungen von det((b;;) — 0E) = xp(#) sind, hat (b;;) eine Determinante

ungleich 0 und x5 (0) ist ein Polynom in 6 mit Koeffizienten aus D, also folgt wegen Definition

1.3 dass € € © liegt. O
Schritt 5: Schlufi des Beweises zu Definition 2.14.

Ist p mazimal, so ist pp~t = D.

Beweis:

Aus Schritt 2 wissen wir, dass pp~! ein Ideal ist, und es gilt p C pp~! € . Da p maximal
ist, muss pp ! entweder gleich p selbst oder gleich ® sein. Wire pp~! = p, dann wiirde nach
Schritt 4 p~! C ® folgen, im Widerspruch zu Schritt 3. Es folgt also pp~! = D. ]

Erweiterung: Fiir jedes Ideal a # 0 ist aa™! = D.

Beweis durch Widerspruch:

Gelte dies nicht. Dann wihlt man a maximal, unter der Bedingung dass aa~! # ® sein soll.
Dann ist a C p fiir ein maximales Ideal p. Aus Schritt 2 folgt ® C p~! C a~?, also

aC ap_l Caa ' CO.

Insbesondere bedeutet ap~! C D dass ap~! ein Ideal ist. a = ap~! wiirde aber p~! C D
nach Schritt 4 bedeuten, und Schritt 3 widersprechen, also gilt a C ap~!, und da a maximal
gewihlt wurde folgt fiir das Ideal ap—!

ap~H(ap~") "t =D.

Nach Definition von a~! bedeutet dies

also



Damit haben wir der Menge der gebrochenen Ideale von ® eine multiplikative Gruppenstruktur
aufgeprégt, und den ersten offenen Satz 2.12 bewiesen. O

Wir kénnen jetzt den zweiten Satz 2.13 in zwei kurzen Schritten zeigen:

1. Jedes nichttriviale Ideal ist Produkt von Primidealen.

Gelte dies nicht. Dann wéhlen wir a maximal unter der Einschréinkung, nicht Produkt von
Primidealen zu sein. Dann ist a selbst nicht prim, aber es gilt a C p fiir ein maximales (also
primes) Ideal, und wie oben folgt

aCap ' CD.
Aufgrund der Maximalitidt von a gilt fiir Primideale po, ..., p,
ap~' =p2--opy,
woraus folgt
a=pp2---pr 7

2. Diese Faktorisierung ist eindeutig.

Analog zur Teilbarkeit von Elementen in K definiert man zunéchst

Definition 2.15 Teilbarkeit von Idealen
Fiir zwei Ideale a,b von ®© gilt

alb
genau dann, wenn es ein Ideal ¢ von ® gibt, so dass
b = ac.
Aquivalent dazu ist die Bedingung
a>b,

denn nur dann existiert ¢ = a='b.
Mit der Definition 2.6 des Primideals gilt dann, dass

plab=p|aoderp]|b.

Haben wir nun Primideale p1,...,p,, q1,...,qs mit

pl...pr:ql...qS’
dann teilt p; mindestens ein q;, und aufgrund der Maximalitdt folgt p; = q;. Durch Multi-

plikation mit pfl und Induktion nach r und s folgt die Eindeutigkeit. (I

Satz 2.16 Teilbarkeit von Idealen
Fiir zwei Ideale a,b von © gilt
alb <= aDhb.

Dies zeigt, dass die Teiler eines Ideals b genau diejenigen Ideale sind, welche b enthalten.

Die Norm eines Ideals

Lemma 2.17 ggT und kgV von Idealen
Sind a,b Ideale von ® so gilt
99T(a,b) = a+b
kgV(a,b) = ankb
Beweis:

Aus Satz 2.16 wissen wir ¢ | a genau dann, wenn ¢ 2 a. Folglich muss ggT(a,b) das kleinste Ideal
sein, welches sowohl a als auch b enthdlt; dieses ist offensichtlich genau das Ideal a + b.

Ebenso muss kgV(a,b) das grifite Ideal sein, welches sowohl in a als auch in b enthalten ist; dieses
ist offensichtlich genau das Ideal a N b. O
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Definition 2.18 Norm eines Ideals
Aus dem Beweis von Satz 2.9 wissen wir, dass fir ein Ideal a von ® der Faktorring ©/a endlich
ist. Man definiert die Norm N (a) eines Ideals als

N(a) = ord(®/a) € N.

Korollar 2.19 Norm eines Hauptideals
Ist a ein Hauptideal von ©, a = (a) so gilt

N(a) = |V (a)| = |aa].

Beweis:
FEine Z-Basis von a hat man in {awy,aws}. Der Rest folgt aus dem Satz. O

Satz 2.20 Norm-erzeugtes Hauptideal
Ist a ein Ideal von ©, @ sein konjugiertes, so erzeugt die Norm von a das Produktideal.

(N(a)) = aa.

Beweis, nach [He, Theorem 89):
Sei a = (a1, a0) = {a1) + {ag) = ggT({c1), (a2)). Man bildet zu a das Polynom

P(z) = ayx + aga®
und betrachtet das Produkt der Polynome zu beiden Konjugierten
f(x) = P(2)P(z) = (a1z + aga®) (@ + @a®).

Dabei seien oy, die Frzeugenden von a.

Dieses Polynom hat ganzzahlige Koeffizienten (Nachrechnen), deren ggT wir mit a bezeichnen.
Nun ist 1 linear kombinierbar aus den Koeffizienten von (1/a)f(x), also ist {a) der ggT der von
den Koeffizienten erzeugten Ideale. Daher folgt nach einem Resultat von GAUSs [He]

und weiter

O
Satz 2.21 Multiplikativitdt der Norm
Sind a # 0, b # o Ideale von ®©, dann gilt fir ihre Normen
N(ab) = N(a)N(b).
Beweis: L 3
(N (ab)) = (ab) (ab) = (ad) (bb) = (N(a))(N(b)) = (N (a)N(b)).
O

11



Bemerkung 2.22 Hauptidealringe, ZPE-Ringe'
Die Ringe ® C Q(v/d) sind Hauptidealringe fiir genau folgende quadratfreie d € Z:
~1,-2,-3,-7,—11,
2,3,5,6,7,11,13,17,19,21,29, 33, 37,41, 57, 73.
In Hauptidealringen ist jedes Ideal bereits ein Hauptideal, wird also von einem Element des

Rings alleine erzeugt. Hauptidealringe sind faktoriell (ZPE-Ringe), d.h. es gilt der Satz von der
eindeutigen Primfaktorzerlegung.

Dariiber hinaus weifl man, dass Q( \/E) fiir genau folgende weitere negative d noch faktoriell ist:
—19, 43, -67, —163.

Man vermutet, dass es unendlich viele positive d gibt, fiir welche ® ebenfalls ein ZPE-Ring ist,
von einem Beweis dieser Vermutung ist man jedoch weit entfernt.

TDie Angaben sind [Bo, §2.4] entnommen, zu den positiven Fillen siche [Ha, §16.6]. Einen vollstéindigen Beweis
fiir die negativen Fille findet man in [ST].

12



3 Dedekind’sche Zetafunktion und Darstellungsanzahlen

Definition 3.1 Dedekind’sche Zetafunktion
Wir ordnen einem quadratischen Korper K = Q(\/B) die DIRICHLET ’sche Reihe

(k(s) = ;) Aﬁ (3.1)

zu. Sie heif$t DEDEKIND ’sche Zetafunktion.

Bemerkung 3.2 Riemann’sche Zetafunktion
Die RIEMANN ’sche Zetafunktion ist die DEDEKIND ’sche Zetafunktion im Spezialfall K = Q.

Beweis:
Im Falle K = Q ist © = Z. Die Ideale (# o) von Z haben die Form nZ, n € N, und es gilt
ord(Z/nZ) = n. Daraus folgt

o) = X Sz = 2 e =) (3.2

nZCZ
neN

O

Satz 3.3
Die DEDEKIND ’sche Zetafunktion eines quadratischen Zahlkorpers K besitzt die Darstellung

1
s) = _ 3.3
Cr (s) pl;[48 NG (3.3)

und konvergiert im Bereich o := Re s > 1 absolut. Dabei bezeichnet B die Menge aller Primideale

des Rings ©® C K.

Beweis:
Gemdf [Za], p. 30, besitzt die RIEMANN ‘sche Zetafunktion die analoge Darstellung

<) =11 L (3.4)

_ S
peP 1 p

(wobei P := {2,3,5,...} die Menge der natiirlichen Primzahlen bezeichnet). Da jedes Ideal im Ring
D eine eindeutige Primidealzerlegung besitzt, ergibt sich die behauptete Darstellung vollig analog
zu (3.4), falls eine der beiden Seiten absoulut konvergiert.

Wir zeigen die absolute Konvergenz fir o > 1: Wegen

pp = N(p) = p|N(p)) (3.5)
N(p)=2%-3%...pi» = p|(p) (3.6)

teilt jedes Primideal p C D ein von einer natirlichen Primzahl erzeugte Hauptideal (p;). Zur
Vereinfachung der Notation setzen wir p := p; und ersetzen die Formulierung ,das von einer
natirlichen Primzahl erzeugte Hauptideal (p)“ durch ,die Primzahl (p)“. Wir folgern weiter:

pl{p) = Jc€D: pc=(p

Daher muss entweder
N(p)=p oder N(p)=p (3.8)
gelten (N(p) =1 & ord(D/p) =1 & p =D scheidet aus). Sei also

(p) = pp1p2- - Pm (3.9)
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die Primidealzerlegung von (p) in ®, so ergibt sich mit (3.7)
PP =N((p) = N(p)N (p1)N(p2) - - - N (prm) (3.10)
und es folgt 0 < m < 1. Es gibt also genau drei Méglichkeiten:
1. {p) =pp1 (p# p1) mit N(p) = N(p1) =p
2. (p)=pp (p=p1) mit N(p) =p
3. (p) = p mit N'(p) = p?
Wegen
pp = (N(p)) = (p) = pp1 bzw. pp (3.11)

gilt in den ersten beiden Fillen sogar py = p bzw. p = p, da die (gebrochenen) Ideale gemdf$ Satz
2.12 eine Gruppe bilden.

Auferdem sieht man, dass p genau eine Primzahl (p) teilt. Denn wiirde es auch die Primzahl {q)
teilen, so folgte (mit einer Einheit € von © ):

ep)=p A(@)=p = p=cq = p=¢q
e (P)=p A{g)=pp = (g)={p)p)=WN(D)) =0 = q=ep*%
e p)=pp N (@) =pp = p=eq = p=¢q

Auf Grund dieser Eindeutigkeit konnen wir (im Falle der absoluten Konvergenz dieser Umordnung)

1 1
=1 (H 1 N(p)_s) (3.12)

peP pEP \pl(p)

schreiben. Fir das innere Produkt ergibt sich fir die drei mdéglichen Fille:

1 —s _s —1 B -
plg>l—j\/(p)_s_(1_'/\/(p) ) (-NeDT) =) (3.13)
2.
1 o aa
p%W:(l—/\/(p) ) =(1-p7*) (3.14)
3.
1 L »
=(1-Np) =0 3.15
ol LN ( ) ) (1=p7%) (3.15)
Damit folgern wir
1 ) 1
S S R o
pgs 1=N(p)™* g»(p% 1N(p)s) = g?(p% "H_‘N(p)ﬂ )

A

H % =((0)? < o0 (3.16)

1
pl; (p% ’1 ~Np)™ ) e (-p70)

Das Produkt konvergiert also. Fiir reelle s > 1 ist jeder Faktor (1 — N (p)” %)~ grifer als 1, das
unendliche Produkt konvergiert dann sogar absolut (siehe [Pr], p. 621 ff.). Damit ist die Gleichheit
(8.3) fiir reelle s > 1 gezeigt. Dann ist aber die Reihe auf der linken Seite in der gesamten Halbebene
Res > 1 analytisch, ldsst sich also lokal in absolut konvergente Potenzreihen entwickeln. Die
Reihe — und damit auch das unendliche Produkt — konvergieren also wie behauptet in der gesamten
Halbebene Re s > absolut. (]
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Der Beweis motiviert folgende

Definition 3.4
Sei p C® ein Primideal. Dann heifit eine Primzahl p € N

e zerlegt, falls {p) = pp, N'(p) = N(p) = p,
e verzweigt, falls (p) = p2, N(p) = p, und
o triige, falls (p) = p, N(p) = p°.

Wir wollen nun die DEDEKIND’sche Zetafunktion des Korpers Q(i) := Q(v/—1) = Q(v/—4) etwas
genauer untersuchen. Der Ring der ganzen Zahlen von Q(%)

Do) =Zli| ={z+yi |z, y e} (3.17)

ist gemél Bemerkung 2.22 ein Hauptidealring. Wir kénnen also jedes Ideal — insbesondere auch
jedes Primideal — in der Form (a) mit einem bis auf eine Einheit eindeutig bestimmten a € D,
schreiben. Wir betrachten zunéchst wie sich die Primzahlen in diesem Ring darstellen lassen:

Satz 3.5 Darstellung der Primzahlen im Ring D,
Die Primzahlen p € N lassen sich im Ring Dq(;) folgendermafen als Produkt von Primelementen
schreiben:

p=2 (9) = (@), (p ist verzueigt)

—

p=1(mod4) <= (p)=(q){a), (q) # (@) (p ist zerlegt)
p=3(mod4) <= (p)=/{q), (p ist trige)

Dabei bezeichne {q) ein Primideal.

Beweis:
e p=2 = (p)=(g)*
Es gilt 2 = (—i)(1 +4)? und somit (2) = ((1+1)?) = (1 +14)? (nach Lemma 2.4). (1 + 1) ist
auch ein Primelement (und (1 4 i) damit ein Primideal):

e, d€Dguy: 1+i=cd = 2=N(1+1i)=N(N(d) = N()=1V N(d)=1

Man beachte, dass die Norm im Ring D) stets nichinegativ ist und genau die Einheiten
die Norm 1 haben.

e p=2 = (p)={(q)*:

Es gilt ¢> = ep mit einer Einheit ¢ € {£1, £i}. Wir setzen q := x + yi und folgern

L(z+yi)?=4p = 2°+2yi—y’=4+p = 22yi=0 = p=Fa® Vp=Fy>4%
2. (x+yi) =+ip = 2¥i-2ay—yri=Fp = 2uy=+4p — p=2

Der 1. Fall fithrt zum Widerspruch, daher muss p =2 gelten.

o p=1(mod4) = (p)=(a){a), {a) # (a):
Wegen p =1 (mod 4) (& p=1(mod —4)) gilt 1 = x_4(p) := (_74>. Daher kénnen wir
gemdf$ der Definiton des LEGENDRE-Symbols eine Zahl x € 7 so wihlen, dass x> = —4 (mod p)
gilt. Es folgt pt (x — 2i), denn
pl(x—2i) = 3J(a+bi)cDgy : pla+bi)=(r—2i) = pla—0bi)=(x+2i)
= plx+2) = p|(z—2)—(v+2i)) =4 = p<44%

fihrt zum Widerspruch. Véllig analog ergibt sich p1 (x4 2i). p teilt also weder (x — 2i) noch
(x + 2i), wohl aber (nach Wahl von x) das Produkt (z — 2i)(x + 2i) = x% + 4. Damit ist p
kein Primelement und (p) besteht aus genau zwei Primidealfaktoren (gemdfs Definition 3.4

sind es hochstens 2). Nach dem schon Bewiesenen konnen diese nicht gleich sein, da sonst
p = 2 folgen wiirde. Also ist p zerlegt.
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e p=3 (mod 4) = (p) =(q):

Ist {p) kein Primideal, dann besitzt es eine Darstellung
(p) = (a + bi){a — bi)
mit zwei nicht notwendig gleichen Primidealen {(a £ bi). Daraus folgt
0<p=clatbi)(a—0bi)=c(a®+b?), ec{*l, +i}

Die Fille e = —1, +i scheiden offensichtlich aus. Aber auch p = a?® + b* ist nicht losbar,
denn Quadrate haben modulo 4 stest den Rest O oder 1. Die rechte Seite ist also kongruent
0, 1 oder 2 modulo 4, was der Voraussetzung widerspricht. (Dies beweist bereits, dass sich
Primzahlen der Form 4n 4+ 3, n € N, nicht als Summe zweier Quadrate schreiben lassen.)
(p) ist somit ein Primideal, p also trige.

Jede Primzahl ist entweder gerade oder kongruent 1 oder 3 modulo 4. Auflerdem ist jede
Primzahl entweder verzweigt, zerlegt oder trdage. Daher miissen von den letzten beiden Impli-
kationen auch die Umkehrungen gelten (die Riickrichtung im Falle p = 2 wurde zwischendurch
bendtigt).

O

Ruft man sich die Definition des DIRICHLET’schen Charakters x_4 in Erinnerung (siehe auch

(3.25)), so kann man Satz 3.5 auch folgendermaflen formulieren:

Korollar 3.6
Fiir die Primzahlen p € N gilt im Ring Dq;) = Dov=n)°

4(p) =0 <= p ist verzweigt
=1

X-a(
X-4(p)
X—4(p) = -1 <= pist trige

< p ist zerlegt

Dieses Resultat ldsst sich auf die DEDEKIND’sche Zetafunktion des Korpers Q(7) anwenden:

1 1
Coy(s) = HW:H HW

peP ) peP \pl(p)
1 1 1
= H s H — os)2 H _ pn—2s
peP L=p PP (1 —p~) pep 1-p
B H 1 H 1 1 H 1 1
peEP 1_p_s peP 1_p_31_p_s pelP 1_p_81+p_s
p verzweigt p zerlegt p trédge
1 1
= ((s) - —
g 1-p g 14+p
p zerlegt p trige
1 1
= <) ]I = =
St o 1-p g 1—(=p~)
X—4(p)=1 X—4(p)=—1
1 > X,4(k)
= (&) 7= = ) =
pep 1 X-4(P)p e
= C(s)L(s,x-4) (3.18)
Sowohl diese Aussage als auch Korollar 3.6 ldsst sich iiber den von uns gezeigten Spezialfall D = —4
hinaus auf beliebige quadratische Zahlkorper verallgemeinern. Siehe dazu z. B. [Za], p. 100 L., oder

[SOJ, p. 1721,
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Darstellungsanzahlen

Als néchstes wollen wir aus der Zetafunktion des Korpers Q(i) eine Formel fiir die Anzahl der
Darstellungen einer natiirlichen Zahl als Summe zweier Quadrate ableiten. Wir definieren

As(n) = {(z,y) € Z* | 2> +y* =n} VneN (3.19)
Sei

1 1
Czp () = ANFTNS T o s (3.20)
ZL[i] Z] N(a) Z (22 +42)

a €Ll (x,y)€Z2
a#0 (z,)#(0,0)

eine Zetafunktion, bei der iiber alle ganzen GAUSS’schen Zahlen mit Ausnahme der 0 summiert
wird. Dann gilt offensichtlich

1 > AQ n
gZ[i] (S) = Z (xQ + y2)5 — Z n(s ) (321)

(z,y)€z2 n=1
(z,y)#(0,0)

Weiter besteht die Beziehung

Cz[i](s) = 4C@(i)(5) = 4¢(s)L(s, x~1) (3.22)

denn jeweils 4 ganze GAUSS’sche Zahlen erzeugen dasselbe Ideal in Dg(;): Der Ring Dq(;) besitzt
genau 4 verschiedene Einheiten und zwei Elemente erzeugen genau dann dasselbe Ideal, wenn sie
sich nur um eine Einheit unterscheiden. Da Dgq(;) ein Hauptidealring ist, wird auch tatséichlich
jedes ganze Ideal erzeugt.

Aus (3.21) und (3.22) ergibt sich

> As(m)n=* = 4((s)L(s, x-4) = 4 (Z mi> (Z X‘,jf’”) =4 | Do x-alk) | n7* (3.23)
n=1 k=1

m=1 n=1 \ k|n

Koefliezientenvergleich (der bei konvergenten DIRICHLET-Reihen zuléssig ist) beweist den folgenden

Satz 3.7 Darstellungen als Summe zweier Quadrate
Fiir die Anzahl der Darstellungen einer natirlichen Zahl n € N als Summe zweier Quadrate gilt

As(n) =43 x(k) (3.24)

kln
wobei x der DIRICHLET sche Charakter
1, k=4n+1
(k) = xa(k) = _017 o 1; ¥n €N (3.25)
0, k=d4dn

ist und tber alle positiven Teiler k von n summiert wird.

Fiir Primzahlen vereinfacht sich die Summe auf zwei Summaden. Wir erhalten damit das

Korollar 3.8 Darstellungen von Primzahlen als Summe zweier Quadrate
Fir die Anzahl der Darstellungen einer Primzahl p € N als Summe zweier Quadrate gilt

p=2 = As(p)
p=1(mod4) = Aap)
p=3(mod4) = As(p)

|
S o
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Beweis:
e p=2: siche Tabelle 1

e p=1 (mod 4):

As(p) =4 x(k) = 4(x(1) + x(p)) = 4 (x(1) + x(4n+ 1)) =4(1+1) = 8
k|n

e p=23(mod 4):

As(p) =4 x(k) = 4(x(1) + x(p) = 4 (x(1) + x(4n +3)) = 4(1 + (~1)) = 0
k|n

Wir wollen zum Schluss ein paar Darstellungsanzahlen konkret ausrechen:

‘ n ‘ k ‘ As(n)

1 1 4x(1)=4-1=4

2 1,2 4(x(1)+x(2)=4(1+0)=4

3 ]1,3 4(x(1) +x(3)) =4 (1 + (-1)) =0

4 1,2, 4 4(x(1)+x2)+x(4)=4(1+0+0)=4

5 1,5 4(x()+x(B)=4(1+1)=8

6 1,2,3,6 4(x(1) +x2)+xB)+x(6)=4(1+0+(-1)+0)=0

7 1,7 A1) +x(7) =41+ (=1)) =0

25 |1,5,25 4(x(1) +x(B)+x(25) =4(1+1+1)) =12

125 | 1,5,25,125 | 4(x(1) 4+ x(5) + x(25) + x(125)) =4 (1 + 1+ 1 + 1)) = 16+
4711 | 1, 7, 673, 4711 | 4 (x(1) + x(7) + x(673) + x(4711)) =4 (1 + (-1) + 1+ (=1)) =0

Tabelle 1: Ausgewihlte Darstellungsanzahlen nach Satz 3.7

1125 = (42)2 + (£11)2 = (£11)2 + (£2)? = (£5)2 + (£10)2 = (£10)? + (£5)?
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